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Передмова

Методична розробка пропонує 18 занять iз математичної логiки,
враховуючи те, що на розгляд логiчних виводiв у логiцi висловлю-
вань вiдводиться два заняття.

Кожне заняття мiстить такi роздiли: теоретичнi вiдомостi з при-
кладами, основнi задачi (типовi задачi з теми, якi дозволяють роз-
винути необхiднi навички та бiльш досконало розглянути теоре-
тичний матерiал) i домашнє завдання. Бiльшiсть роздiлiв також
включає кiлька додаткових задач пiдвищеної складностi.

Теоретичний матерiал базується переважно на пiдручнику
Ю. А. Дрозда [3]. Роздiли, присвяченi машинам Т’юрiнга та ре-
курсивним функцiям, використовують великою мiрою методичну
розробку А. С. Олiйника та В. I. Сущанського [4].

У кiнцi кожного заняття дано посилання на вiдповiднi роздiли
та параграфи пiдручникiв, наведених у списку лiтератури.
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Роздiл 1

Логiка висловлювань

Заняття № 1. Висловлювання. Логiчнi сполучни-
ки

Неформальна теорiя та приклади

Тут i далi будемо позначати через B множину булевих значень,
тобто B = {хибнiсть, iстина} = {0,1}.

Означення 1.1. Висловлювання — це деяке твердження, яке
може бути хибним або iстинним.

Означення 1.2. n-мiсний логiчний сполучник — функцiя
C:Bn → B, яка за довiльними висловлюваннями A1,...,An будує
нове висловлювання CA1...An в такий спосiб, що коли про кожне
з початкових висловлювань вiдомо хибне воно чи iстинне, то й
про нове висловлювання це вiдомо.

Найважливiшими сполучниками є бiнарнi, тобто двомiснi, та
унарний, тобто одномiсний (табл. 1).

A B
A ∧B A ∨B A → B B ↔ B ¬A

кон’юнкцiя диз’юнкцiя iмплiкацiя еквiваленцiя заперечення

«i» «або» «якщо...то» «тодi й
лише тодi» «не»

0 0 0 0 1 1 1

1 0 0 1 0 0 0

0 1 0 1 1 0 1

1 1 1 1 1 1 0

Таблиця 1. Бiнарнi та унарний сполучники

Цi сполучники ми надалi введемо до алфавiту логiки висловлю-
вань, а пiзнiше й вiдношень, i будемо постiйно використовувати.
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Зауваження 1.3. Послiдовнiсть застосування сполучникiв:

1) ¬ — заперечення;

2) ∧,∨ — кон’юнкцiя, диз’юнкцiя;

3) → , ↔ — iмплiкацiя, еквiваленцiя.

Приклад 1.4. Записати мовою логiки висловлювань речення
Якщо Лондон — столиця Парижа, а Париж — столиця Рима, то
всi кiшки сiрi». Знайти логiчне значення цього висловлювання.

Розв’язання .. Атомарними висловлюваннями в цьому ви-
падку є «Лондон — столиця Парижа», «Париж — столиця Рима»
та «всi кiшки сiрi». Позначимо їх лiтерами A, B i C вiдповiдно. Тодi
речення запишеться мовою логiки висловлювань як A ∧B → C.

Щоб пiдрахувати логiчне значення цього висловлювання скла-
демо таблицю 2.

A B C A ∧B (A ∧B) → C

0 0 0 0 1

1 0 0 0 1

1 1 0 1 0

0 1 0 0 1

0 1 1 0 1

0 0 1 0 1

1 0 1 0 1

1 1 1 1 1

Таблиця 2. Приклад знаходження логiчного значення

Формальна теорiя та приклади

Означення 1.5. 1 ) Алфавiт A0 логiки висловлювань складає-
ться з таких восьми символiв:

A, |, (, ), ¬, ∨ , ∧ , → .

2 ) Атомом або елементарним висловлюванням називається сло-
во в цьому алфавiтi, побудоване за такими правилами:

(a) слово, яке складається з однiєї лiтери A, є атомом;
(b) якщо слово W є атомом, то й слово W| також є атомом;
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(c) iнших атомiв, крiм таких, якi можуть бути побудованi
за правилами (a) i (b), не iснує.

3 ) Реченням називається слово в цьому алфавiтi, побудоване за
такими правилами:

(a) кожен атом є реченням;
(b) якщо слово W є реченням, то й слово ¬W є реченням;
(c) якщо слова W та V є реченнями, то й слова (W → V),

(W ∨V), (W ∧V) також є реченнями;
(d) iнших речень, крiм таких, якi можуть бути побудованi за

правилами (a), (b) i (c), не iснує.

Означення 1.6. 1 ) Iнтерпретацiєю (в логiцi висловлювань) на-
зивається функцiя I:E → B = {,0,1,}, де E позначає множину
атомiв.

2 ) Для кожної iнтерпретацiї I та довiльного речення A визна-
чимо значення речення A в iнтерпретацiї I, яке позначається
val (I,A), у такий спосiб.

(a) Якщо A — атом, то val (I,A) = I(A).
(b) Якщо A = ¬B, то

val (I,A) =

{
0, якщо val (I,B) = 1;
1, якщо val (I,B) = 0.

(c) Якщо A = (B ∨C), то

val (I,A) =

{
0, якщо val (I,B) = val (I,C) = 0;
1, в iншому разi.

(d) Якщо A = (B ∧C), то

val (I,A) =

{
1, якщо val (I,B) = val (I,C) = 1;
0, в iншому разi.

(e) Якщо A = (B → C), то

val (I,A) =

{
0, якщо val (I,B) = 1, а val (I,C) = 0;
1, в iншому разi.

7



Очевидно, цими правилами визначається в єдиний спосiб
val (I,A) для довiльної iнтерпретацiї I i довiльного речення A.

Означення 1.7. Речення називається тавтологiєю, якщо воно
набуває iстинних значень у довiльнiй iнтерпретацiї.

Приклад 1.8. Перевiрити, що речення є тавтологiєю:

(1) A ∧B → A ∨B.

Розв’язання .. Звичайно завжди можна скласти таблицю
значень речення i в такий спосiб переконатись, що воно є тавто-
логiєю. Але в загальному випадку такий спосiб є занадто довгим.
Оптимально доводити подiбнi твердження методом вiд супротивно-
го.

Припустимо, що iснує така iнтерпретацiя I, що val (I,A ∧B →
→ A ∨ B) = 0. Iмплiкацiя обертається в нуль тiльки в одному
випадку — коли лiворуч вiд сполучника стоїть iстина, а праворуч
— хибнiсть (тут i далi див. таблицю 1). Отже, за змiни iнтерпретацiї
I

val (I,A ∧B) = 1;

val (I,A ∨B) = 0.

Але диз’юнкцiя обертається в 0 тiльки у випадку, коли лiворуч
i праворуч вiд сполучника стоять нулi. Отже, наша система пере-
творюється на

val (I,A ∧B) = 1;

val (I,A) = 0;

val (I,B) = 0,

що очевидно є суперечнiстю, бо кон’юнкцiя двох хибностей буде
хибнiстю. Отже, речення (1) справдi є тавтологiєю.

Для того, щоб показати, що речення не є тавтологiєю достатньо
надати хоча б одну iнтерпретацiю I, в якiй воно перетворюється в
0.

Приклад 1.9. Довести, що речення не є тавтологiєю:

A ∨B → A.
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Розв’язання .. Нам вiдомо, що iмплiкацiя обертається в нуль
тiльки у випадку, коли лiворуч в нiй стоїть iстина, а праворуч —
хибнiсть:

A ∨B︸ ︷︷ ︸
1

→ A︸︷︷︸
0

Таким чином одержуємо значення в шуканiй iнтерпретацiї ато-
ма A: val (I,A) = 0.

Диз’юнкцiя дорiвнює одиницi, якщо хоча б один iз атомiв дорiв-
нює одиницi. Значення атома A вже зафiксовано, отже, залишає-
ться значення B: val (I,B) = 1.

Таким чином побудували iнтерпретацiю I, в якiй вказане рече-
ння хибне, а отже довели, що воно не є тавтологiєю.

Якщо потрiбно визначити, чи є речення тавтологiєю, в загаль-
ному випадку оптимальним буде шлях перевiрки вiд супротивно-
го (приклад 1.8). У такому випадку або приходимо до протирiччя
(тобто доводимо, що речення є тавтологiєю), або знаходимо iнтер-
претацiю, в якiй воно хибне (тобто доводимо, що речення не є тав-
тологiєю).

Основнi задачi

1.1. Записати мовою логiки висловлювань речення. Знайти їх
логiчнi значення.

1) На вулицi свiтить сонце та йде дощ, отже зараз зима.

2) Якщо вiвцi бiлi, а Англiя — острiв, то або вiвцi не бiлi, або зараз
нiч.

1.2. Якi з тверджень є висловлюваннями?

1. Даний трикутник є прямокутним.

2. Iснують прямокутнi трикутники.

3. Давайте пiдемо в кiно.

4. Дощ мокрий.

5. Мокрий дощ.

1.3. Iз атомарних висловлювань A,B побудувати за допомогою
сполучникiв ¬,∧ таке речення C, в якому
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1) C iстинне тодi й лише тодi, коли A i B обидва iстиннi;

2) C iстинне тодi й лише тодi, коли A iстинне, а B хибне;

3) C iстинне тодi й лише тодi, коли A хибне, а B iстинне;

4) C iстинне тодi й лише тодi, коли A,B обидва хибнi.

1.4. Iз атомарних висловлювань A,B,C та сполучникiв логiки
висловлювань побудувати речення, яке буде iстинним тодi й лише
тодi, коли iстинний один з атомiв (будь-який).

1.5. Скiльки рiзних n-арних сполучникiв можна побудувати?

1.6. Перевiрити, що для довiльних A, B, C речення є тавтоло-
гiями:

1) A → (B → A);

2) (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C));

3) A → (A ∨B);

4) (A → C) → ((B → C) → (A ∨B → C));

5) A ∧B → A;

6) ¬¬A → A.

Цi речення є аксiомами логiки висловлювань. Iншi аксiоми ло-
гiки висловлювань доводяться в домашньому завданнi (1.19).

1.7. Перевiрити, чи є тавтологiями речення:

1) ((A → B ∧C) → (¬B → ¬A)) → ¬B;

2) (A ∨B) ∨C → (A ∨B) ∧ (A ∨C).

1.8. У якi днi тижня iстинним є речення?

1. Якщо сьогоднi вiвторок, то завтра понедiлок.

2. Якщо сьогоднi понедiлок, то завтра вiвторок.

1.9. Довести, що якщо ¬A ∧B i ¬B ∧A — тавтологiї, то A ∧B
також тавтологiя.

1.10. Довести, що якщо ¬A → B i ¬C → ¬B є тавтологiями, то
A ∨C також тавтологiя.
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1.11. Речення логiки висловлювань мiстить тiльки сполучник
«еквiваленцiя». Довести, що це речення є тавтологiєю тодi й лише
тодi, коли кожне атомарне висловлювання зустрiчається в ньому
парну кiлькiсть разiв.

1.12. Якою мiнiмальною кiлькiстю бiнарних та унарних сполу-
чникiв можна обмежитись у логiцi висловлювань? Знайдiть усi мо-
жливi вирази одних сполучникiв через iншi.

Додатковi задачi

1.13. Нехай A1,...,An — атомарнi висловлювання, що входять
до речення A. Довести, що таблицю значень A, розглянутого як
речення, складене з атомарних висловлювань A1,...,An,...,Am, мо-
жна розбити на 2m−n частин, кожна з яких збiгатиметься з табли-
цями значень A, розглянутого вiдносно атомарних висловлювань
A1,...,An.

1.14. Записати речення, не використовуючи дужок — лише зi
застосуванням логiчних сполучникiв:

1) (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C));

2) (A → B) → ((A → C) → (A → (B ∧C));

3) (A → (B → (A ∧B));

4) (A → C) → ((B → C) → ((A ∨B) → C));

5) (A ∧ (B ∨C)) → ((A ∧B) ∨ (A ∧C));

6) (A → (B → C)) → (¬(A → C) → ¬(A → B));

7) (A1 → B1) → ((A2 → B2) → (... → (An → Bn)...)).

1.15. Розглянемо тернарний сполучник, який вiдповiдає кон-
струкцiї "якщо A, то B, в iншому разi C". Називатимемо таку
конструкцiю «структурою вибору».

1. Записати цей сполучник мовою логiки висловлювань.

2. Показати, що довiльне речення логiки висловлювань еквi-
валентне структурi вибору.

3. Показати, що речення F та G еквiвалентнi:
F = якщо (якщо A, то B, в iншому разi C), то B′, в iншому
разi C′;
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G = якщо A, то (якщо B, то B′, в iншому разi C′), в iншому
разi (якщо C, то B′, в iншому разi C′).

4. Казатимемо, що структура вибору проста, якщо мiж "якщо"i
"то"стоїть атомарне висловлювання. Покажiть, що довiль-
ну структуру вибору можна перетворити на просту стру-
ктуру вибору.

Домашнє завдання

1.16. Записати таблицю значень таких речень:

1) (A → B) ∨ (A → B ∧C);

2) A ∧ (B → C) → ¬C;

3) (A ∧ (B ∨ ¬A) ∧ ((¬B → A) ∨B).

1.17. Записати мовою логiки висловлювань такi речення.

1. Йде дощ або хтось не вимкнув душ.

2. Якщо студент втомлений або голодний, то вiн не може вчи-
тись.

1.18. Записати мовою логiки висловлювань речення. Знайти ло-
гiчне значення.

«Якщо студент прокинеться i пiде на пару, вiн буде задоволений,
а якщо не прокинеться, то задоволеним вiн не буде.»

1.19. Перевiрити, що для довiльних речень A, B, C такi речення
є тавтологiями:

1) A → (B ∨A);

2) A ∧B → B;

3) (A → B) → ((A → C) → (A → B ∧C));

4) (A → B) → ((A → ¬B) → ¬A).

1.20. Довести, що якщо ¬B → ¬A i ¬B → A є тавтологiями, то
B – також тавтологiя.

1.21. A,B — атомарнi висловлювання. За допомогою сполучни-
кiв ¬, → побудувати таке висловлювання C, у якому:

1) C хибне тодi й лише тодi, коли A,B обидва iстиннi;
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2) C хибне тодi й лише тодi, коли A iстинне, а B хибне;

3) C хибне тодi й лише тодi, коли A хибне, а B iстинне;

4) C iстинне тодi й лише тодi, коли A хибне, а B iстинне.

Лiтература.

[3, с. 5–12]; [4, с. 19–30].
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Заняття № 2. Логiчнi мiркування. Речення

Теоретичнi вiдомостi

Означення 2.1. Речення B називається логiчним наслiдком
iз множини речень Γ, якщо для кожної iнтерпретацiї I, в якiй
кожне речення F ∈ Γ має значення 1, також val (I,B) = 1. Iнши-
ми словами, коли перетин множин iстинних значень речень IΓ з
множини Γ лежить у множинi iстинних значень речення B, IB:
IΓ ⊆ IB. Позначається це Γ |= B.

Означення 2.2. Множина речень Γ називається

• сумiсною, якщо iснує така iнтерпретацiя I, що ∀F ∈ Γ
val (I,F ) = 1;

• логiчно несумiсною, якщо не iснує такої iнтерпретацiї I,
в якiй val (I,A) = 1 для всiх речень A ∈ Γ.

Означення 2.3. Речення A та B називаються еквiвалентни-
ми (пишуть A ≡ B), якщо A |= B i B |= A.

Приклад 2.4. Перевiрити, чи є логiчно правильними мiркуван-
ня: «Коли в мене не працює транклюкатор, я викликаю iнженера.
Коли я викликаю iнженера, до мене приходить його помiчник. По-
мiчник iнженера до мене не прийшов. Отже транклюкатор пра-
цює.»

Розв’язання .. Множина Γ у прикладi мiстить три речення,
що складаються з таких атомiв:

A − транклюкатор не працює;
B − я викликаю iнженера;
C − до мене приходить помiчник iнженера.

Запишемо це мiркування мовою логiки висловлювань:

Γ = {A → B,B → C,¬C} |= ¬A.

Припустимо, що iснує iнтерпретацiя I така, що всi речення з
множини Γ в нiй iстиннi, а речення ¬A — хибне. У такий спосiб ми
або знайдемо таку iнтерпретацiю (тобто покажемо, що мiркування
не є логiчними), або доведемо, що її не iснує.
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val (I,A → B) = 1;(2)
val (I,B → C) = 1;(3)

val (I,¬C) = 1 ⇒ val (I,C) = 0;(4)
val (I,¬A) = 0 ⇒ val (I,A) = 1.(5)

Iз рiвностей (2) та (5) випливає, що val (I,B) = 1.
Але тодi не можуть бути справедливими одночасно рiвнiсть (3])

(яка перетворюється на val (I,1 → C) = 1) та рiвнiсть (4]).
Таким чином ми довели, що iнтерпретацiї з шуканими власти-

востями не iснує, отже, мiркування є iстинним.

Приклад 2.5. Показати, що наведена множина речень є сумi-
сною:

{A → B ∧C,A ∨B,B ∧C}.
Розв’язання .. Щоб показати сумiснiсть множини речень, до-

статньо надати хоча б одну iнтерпретацiю, в якiй всi цi речення є
iстинними. Побудуймо таку iнтерпретацiю I, у якiй

val (I,A → B ∧C) = 1;(6)
val (I,A ∨B) = 1;(7)
val (I,B ∧C) = 1.(8)

Почнемо з речення (8), оскiльки кон’юнкцiя накладає максимум
обмежень на iстиннiсть речення. Iз нього дiстаємо:

val (I,B) = 1;
val (I,C) = 1.

Оскiльки диз’юнкцiя iстинна, якщо хоча б один атом iстинний,
то речення (7) вже iстинне, без додаткових обмежень на A.

Iмплiкацiя iстинна наприклад у випадку, коли лiворуч у нiй сто-
їть хибнiсть, тому покладемо

val (I,A) = 0.

Таким чином ми побудували iнтерпретацiю, в якiй всi речення
заданої множини — iстиннi, а отже довели, що множина — сумiсна.
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Зауважимо, що в загальному випадку така iнтерпретацiя не єди-
на, але достатньо навести одну.

Приклад 2.6. Перевiрити, чи є наведена множина речень су-
мiсною:

{A ∧B,¬A,A → B}.

Розв’язання .. Припустимо, що множина є сумiсною, тобто
iснує така iнтерпретацiя I, у якiй

val (I,A ∧B) = 1;(9)
val (I,¬A) = 1;(10)

val (I,A → B) = 1.(11)

Iз виразу (10) одразу маємо значення A:

val (I,A) = 0.

Але кон’юнкцiя хибна, якщо хоча б один атом хибний. Тодi

val (I,A ∧B) = 0.

Це суперечить виразу (9). Отже ми прийшли до протирiччя, i
наше початкове припущення — хибне. Таким чином доведено, що
множина речень є несумiсною.

Основнi задачi

2.1. Перевiрити, чи є логiчно правильними такi мiркування.

1) Якщо Джонс п’є багато вiскi, то у Джонса червоний нiс. У Джон-
са червоний нiс. Отже, Джонс п’є багато вiскi.

2) Якщо капiталовкладення залишаться сталими, то зростуть уря-
довi витрати, або виникне безробiття. Якщо урядовi витрати не
зростуть, то податки будуть зниженi. Якщо податки будуть зни-
женi i капiталовкладення залишаться сталими, то безробiття не
виникне. Отже, урядовi витрати зростуть.

3) Якщо йде дощ, то або ми нiкуди не пiдемо, або ми пiдемо в кiно.
Якщо ми пiдемо в кiно, то в кiно є квитки. Квиткiв у кiно нема.
Отже, якщо пiде дощ, то ми нiкуди не пiдемо.
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4) Студентка К або перевтомилася, або є хворою. Якщо К пере-
втомлюється, то вона стає роздратованою. Але К не роздрато-
вана. Отже, вона хвора.

5) Якщо Олександра переможе на виборах, вона буде задоволена,
а якщо вона буде задоволена, то вона поганий борець у перед-
виборчiй кампанiї. Але якщо вона програє на виборах, то втра-
тить довiру партiї. Олександра поганий борець у передвиборчiй
кампанiї, якщо вона втратить довiру партiї. Якщо вона поганий
борець у передвиборчiй кампанiї, вона повинна вийти з партiї.
Олександра або переможе на виборах, або програє. Отже, вона
повинна вийти з партiї.

6) Якщо я поїду автобусом, а автобус запiзниться, то я пропущу
важливу зустрiч. Якщо я пропущу зустрiч i це мене засмутить,
менi не варто їхати додому. Якщо я не отримаю цю роботу, то це
мене засмутить i менi не варто буде їхати додому. Отже, якщо я
поїду автобусом i автобус запiзниться, то я отримаю цю роботу.

2.2. Перевiрити сумiснiсть множин тверджень.

1) Якщо курс цiнних паперiв росте чи вiдсоткова ставка знижу-
ється, то або падає курс акцiй, або податки не пiдвищуються.
Курс акцiй знижується тодi й тiльки тодi, коли росте курс цiн-
них паперiв i податки пiдвищуються. Якщо вiдсоткова ставка
знижується, то або курс акцiй не знижується, або курс цiнних
паперiв не росте. Або податки пiдвищуються, або курс акцiй па-
дає i знижується вiдсоткова ставка.

2) Договiр буде виконано тiльки в тому випадку, якщо будинок бу-
де добудований у жовтнi. Якщо ми добудуємо будинок у жовтнi,
то ми зможемо переїхати 1 листопада. Якщо ми не зможемо пе-
реїхати 1 листопада, то ми повиннi будемо внести квартплату за
листопад. Якщо договiр не буде виконано, то ми повиннi будемо
внести квартплату за листопад. Ми не платитимемо квартплату
за листопад.

2.3. Серед речень A∨B, C∨¬A → B, C∧¬A вказати тi, що є
логiчними наслiдками з множини {(C → A) ∧ (C ∨B),C → B}.

2.4. Довести, що для довiльних речень F1,F2,F3 логiки вислов-
лювань мають мiсце такi спiввiдношення логiчного наслiдку:

• modus ponens: F1,F1 → F2 |= F2;
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• правило силогiзму: F1 → F2, F2 → F3 |= F1 → F3.

2.5. Для яких n речення

Fn(x) = ( . . . ((((x → ¬x) → x) → ¬x) → x) → . . . )

, що мiстить n знакiв iмплiкацiї, є тавтологiєю?

2.6. Для яких n речення

Fn(x) = ( . . . ((((x ↔ ¬x) ↔ x) ↔ ¬x) ↔ x) ↔ . . . )

, що мiстить n знакiв еквiваленцiї, є тавтологiєю?

2.7. Нехай F1, . . . ,Fn,G,H — довiльнi речення логiки висловлю-
вань. Довести, що коли {F1, . . . ,Fn,G} |= H i {F1 . . . ,Fn,¬G} |= H,
то {F1, . . . ,Fn} |= H.

2.8. Нехай F1, . . . ,Fn,G,H — довiльнi речення логiки висловлю-
вань. Довести, що коли {F1, . . . ,Fn,G} |= H, то {F1 . . . ,Fn,¬H} |=
|= ¬G.

2.9. Нехай F1, . . . ,Fn,G,H — довiльнi речення логiки вислов-
лювань. Довести, що коли {F1, . . . ,Fn,G} |= H, то {F1, . . . ,Fn} |=
|= G → H.

2.10. Нехай F1 i F2 — довiльнi речення логiки висловлювань.
Довести, що спiввiдношення F1 ≡ F2 має мiсце тодi й тiльки тодi,
коли F1 ↔ F2 є тавтологiєю.

2.11. Розставити дужки в еквiвалентностях:

1) A → ¬A ≡ ¬A;

2) ¬A ∧B ≡ C ∧ ¬¬(A ∨B) → D.

Додатковi задачi

2.12. На далекiй планетi мешкають двi раси. Представники однi-
єї завжди говорять тiльки правду, представники iншої — завжди
брешуть. Турист зупинився бiля двох аборигенiв i запитав у першо-
го: «Ви завжди говорите тiльки правду?» Той вiдповiв: «Калiфiнк-
калiфiнк». «Вiн сказав „так”», — пояснив другий, — «але вiн стра-
шний брехун». До якої раси належить кожен з аборигенiв?
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Домашнє завдання

2.13. Запишiть мовою логiки висловлювань та перевiрте iстин-
нiсть мiркувань.

1) Якщо 2 — просте число, то це найменше просте число. Якщо
2 найменше просте число, то 1 не просте число. Число 1 не є
простим. Отже, 2 — просте число.

2) Або Аня та Ваня одного вiку, або Аня старша за Ваню. Якщо
Аня та Ваня одного вiку, то Оксана та Ваня не одного вiку. Якщо
Аня старша за Ваню, то Ваня старший за Вiктора. Отже, або
Оксана та Ваня не одного вiку, або Ваня старший за Вiктора.

2.14. Довести, що для довiльних речень F1,F2 логiки висловлю-
вань має мiсце таке спiввiдношення логiчного наслiдку:

• F1 → F2,¬F2 |= ¬F1 (modus tollens).

2.15. Позначимо через ⋆ будь-яку з логiчних зв’язок ∧,∨, → , ↔.
Довести, що якщо F1 ≡ G1 i F2 ≡ G2, то F1 ⋆ F2 ≡ G1 ⋆ G2. Далi,
якщо F1 ≡ G1, то ¬F1 ≡ ¬G1.

2.16. Довести еквiвалентнiсть формул: A ∧ B → C ≡ ¬((A ∧
B) ∧ ¬C).

Лiтература.

[3, с. 9–12]
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Заняття № 3. Логiчнi виводи 1

Теоретичнi вiдомостi

Означення 3.1 (процедура логiчного виводу в логiцi висловлю-
вань). Послiдовнiсть речень A1,A2,...,An називається логiчним
виводом речення A з множини речень M, якщо для кожного но-
мера i речення Ai задовольняє одну з таких умов:

1 ) Ai — аксiома логiки висловлювань (3.2).

2 ) Ai ∈ M.

3 ) Iснують номери j < i та k < i такi,що Aj = (Ak → Ai).
(У цьому випадку кажуть, що Ai одержане з Ak → Ai та Ak

за правилом modus ponens1 (його справедливiсть була доведена
в задачi 2.4).

4 ) An = A.

Якщо такий вивiд iснує, кажуть, що A виводиться з множини
M, i пишуть M ⊢ A.

У задачах (1.6) та (1.19) вже було перевiрено, що аксiоми логiки
висловлювань є тавтологiями. Наведемо тут список цих аксiом, якi
використовуватимуться для процедури логiчного виводу.

Аксiоми 3.2 (аксiоми логiки висловлювань).

(А1) A → (B → A);

(А2) (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C));

(А3) A → (A ∨B);

(А4) B → (A ∨B);

(А5) (A → C) → ((B → C) → (A ∨B → C));

(А6) A ∧B → A;

(А7) A ∧B → B;

(А8) (A → B) → ((A → C) → (A → B ∧C));

(А9) (A → B) → ((A → ¬B) → ¬A);

1часто ми використовуватимемо скорочення для «modus ponens» – m.p.
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(А10) ¬¬A → A.

Зауваження 3.3. В аксiомах не фiгурує сполучник ↔, який
ми використовували в попереднiх заняттях та оголосили частиною
алфавiту логiки висловлювань. Тут i надалi ми вважаємо вираз
A ↔ B скороченням для (A → B) ∧ (B → A).

Приклад 3.4. У цьому прикладi виконаємо вивiд твердження,
яке використовуватимемо в подальших виводах i називатимемо
лемою:

⊢ A → A

.

Розв’язання .. Щоб одержати в результатi виводу шуканий
вислiв за правилом modus ponens, ми маємо обрати аксiому, в пра-
вiй дужцi якої стоїть конструкцiя вигляду F1 → F2 i покласти в
нiй F1 = F2 = A. Таких аксiом у нас є двi — 1 та 2. Очевидно,
що перша аксiома закоротка i ми опинимось у початковiй ситуацiї,
тому спробуємо застосувати аксiому 2:

(A → (B → A))︸ ︷︷ ︸
аксiома (А1)

→ ( (A → B)︸ ︷︷ ︸ → (A → A)︸ ︷︷ ︸
шукане речення

).

Звернемо увагу на те, що ми поки що залишили речення B не-
змiнним (хоча воно не фiгурує в шуканому твердженнi), вiдмiтивши
в такий спосiб, що його можна замiнити на будь-який зручний для
нас вислiв.

Для того щоб застосувати правило modus ponens необхiдно отри-
мати в процесi виводу вислiв, який стоїть у перших дужках —
A → (B → A). Але вiн збiгається з аксiомою А1. Отже, за пра-
вилом modus ponens вiдкинемо першу дужку i отримаємо

(A → B)︸ ︷︷ ︸ → (A → A)︸ ︷︷ ︸.
Але B ми можемо замiнити на будь-який вислiв. Щоб одержати

в першiй дужцi аксiому, замiнимо B, наприклад, на A → A:
(A → (A → A))︸ ︷︷ ︸ → (A → A)︸ ︷︷ ︸.
Тепер у першiй дужцi стоїть аксiома 1, в якiй B замiнено на A:
A → (A → A).
Отже, за правилом modus ponens, вiдкидаємо першу дужку i

одержуємо
A → A.
Що i треба було довести.
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Коректним записом цього розв’язку буде така послiдовнiсть:
(А2): (A → ((A → A) → A)) → ((A → (A → A)) → (A → A));
(А1): A → ((A → A) → A);
modus ponens: (A → (A → A)) → (A → A);
(А1): (A → (A → A));
modus ponens: A → A.

Зауваження 3.5. Ми можемо замiнювати атомарнi висловлю-
вання в аксiомах на будь-якi зручнi для нас вирази, але тiльки
до моменту застосування до них правила modus ponens. Хоча в не-
формальному записi цього виводу може видатись, що ми виконуємо
замiну пiсля застосування modus ponens. Насправдi це не так — не-
формальний запис показує хiд думки, тобто чому саме ми робимо
такi замiни. В коректному записi видно, що всi вони вiдбуваються
при введеннi аксiоми.

Теорема 3.6 (теорема дедукцiї). Для виводу твердження
Γ ⊢ A → B достатньо побудувати вивiд твердження Γ∪{A} ⊢ B.

Зауважимо, що доведення теореми дедукцiї є конструктивним,
тобто його можна використати для вiдновлення формального ви-
воду без використання теореми дедукцiї. Наведемо алгоритм пере-
ходу вiд виводу iз застосуванням теореми дедукцiї до виводу без її
застосування.

Алгоритм 3.7. Нехай є задача виконати вивiд твердження

Γ ⊢ F1 → F2.

Застосувавши теорему дедукцiї, переконуємося, що нам доста-
тньо виконати вивiд твердження

Γ ∪ F1 ⊢ F2.

Нехай B1,...,Bn — вивiд такого твердження. За означенням
формального виводу, в такому випадку Bn = F2.

Кожне Bi послiдовно замiнимо за такими правилами.

1 ) Якщо Bi — аксiома або речення з множини Γ, то запишемо

Bi;

(А1) Bi → F1 → Bi;

m.p. F → Bi.
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2 ) Якщо Bi = F1, запишемо (вивiд речення)2

(лема 3.4) F1 → F1.

3 ) Якщо Bi було одержано за правилом modus ponens iз попере-
днього речення Bj = Bk → Bi, запишемо

(А2) (F1 → Bj) → ((F1 → Bk) → (F1 → Bi));(12)
m.p. (F1 → Bk) → (F1 → Bi);(13)
m.p. F1 → Bi.(14)

Зауважимо, що вираз (12) справдi є другою аксiомою, оскiльки
(F1 → Bj) = (F1 → (Bk → Bi)). Переходи вiд (12) до (13) та вiд
(13) до (14) ми маємо право робити за правилом modus ponens,
оскiльки j < i, k < i, а за цим попереднi речення виводу вже
перетворили на F1 → Br ∀r < i.

Оскiльки цей алгоритм повнiстю покриває всi можливостi для
Bi (за означенням логiчного виводу), то в результатi одержимо
коректний вивiд без використання теореми дедукцiї, а оскiльки
алгоритм буде застосовано для всiх крокiв, то на останньому дi-
станемо F1 → Bn = F1 → F2, що й треба було вивести.

Такий алгоритм, застосований безпосередньо, майже завжди дасть
«зайвi» кроки.

Зауваження 3.8. Ще раз перелiчимо iнструментарiй, який мо-
жна використовувати в процесi логiчного виводу:

• аксiоми логiки висловлювань (А1)-(А10) з (3.2);

• правило modus ponens з (2.4);

• теорема дедукцiї (у випадках, коли її застосування не забо-
ронено умовою).

Бiльше нiчого використовувати не дозволяється — за означенням
формального виводу.

Приклад 3.9. Довести твердження

⊢ ¬(A ∨B) → (¬A ∧ ¬B).

2Формально кажучи, використовувати лему у виводi ми не маємо права. Але
коли ми кажемо, що пишемо не лему, а вивiд леми (який, звичайно, завжди
можемо вiдтворити), то залишаємось у рамках означення.
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Розв’язання .. За теоремою дедукцiї нам достатньо побуду-
вати формальний вивiд твердження:

¬(A ∨B) ⊢ ¬A ∧ ¬B.
Поставимо собi за мету одержати результат з аксiоми А8 iз та-

кою замiною, щоб праворуч стояв шуканий вираз. A замiнимо на X,
щоб показати, що замiсть нього ми зможемо поставити будь-який
зручний для нас вираз:

(15) (X → ¬A) → ((X → ¬B) → (X → (¬A ∧ ¬B)).

Вирази вигляду X → ¬A та X → ¬B логiчно одержувати з
аксiоми А1. Але для цього спочатку потрiбно одержати власне ¬A
та ¬B.

В аксiомi А9 праворуч стоїть ¬A. Спробуємо застосувати її, за-
мiнивши B на поки що невiдомий нам Y :

(A → Y ) → ((A → ¬Y ) → ¬A).
Замiнивши Y на A ∨B одержимо

(16) (A → A ∨B)︸ ︷︷ ︸
аксiома (А3)

→ ( (A → ¬(A ∨B))︸ ︷︷ ︸ → ¬A).

У перших дужках стоїть аксiома А3, а другу можна дiстати з
аксiоми А1, оскiльки ¬(A ∨B) — речення нам вiдоме пiсля засто-
сування теореми дедукцiї:

¬(A ∨B) → (A → ¬(A ∨B));
modus ponens: A → ¬(A ∨B).
Застосувавши правило modus ponens до (16) двiчi, одержимо

¬A.
Аналогiчно маємо
(B → Y ) → ((B → ¬Y ) → ¬B).
Замiнивши Y на A ∨B знайдемо:

(17) (B → A ∨B)︸ ︷︷ ︸
аксiома (А4

→ ( (B → ¬(A ∨B))︸ ︷︷ ︸ → ¬B).

У перших дужках тепер стоїть аксiома А4, а другу дiстанемо
способом, наведеним вище:

¬(A ∨B) → (B → ¬(A ∨B));

24



modus ponens: B → ¬(A ∨B).
Застосувавши правило modus ponens до (17) двiчi,

одержимо ¬B.
Застосовуючи аксiому А1, маємо для довiльного виразу X:
¬A → (X → ¬A) modus ponens X → ¬A
та
¬B → (X → ¬B) modus ponens X → ¬B.
Повернемось до виразу (15):
(X → ¬A)︸ ︷︷ ︸ → ( (X → ¬B)︸ ︷︷ ︸ → (X → (¬A ∧ ¬B)).

Першу i другу дужки ми щойно одержали. Отже, modus ponens
X → (¬A ∧ ¬B).
Але X — це «вiльна» частина наших мiркувань, яку можемо

замiнити на довiльний вираз, наприклад, ¬(A∨B), вiдомий нам за
умовою:

¬(A ∨B) → (¬A ∧ ¬B);
modus ponens ¬A ∧ ¬B. Вивiд завершено.
Коректний запис цього виводу:
Т.Д.3 ¬(A ∨B) ⊢ ¬A ∧ ¬B;
(А8): (¬(A ∨ B) → ¬A) → ((¬(A ∨ B) → ¬B) → (¬(A ∨ B) →

→ (¬A ∧ ¬B));
(А9): (A → A ∨B) → ((A → ¬(A ∨B)) → ¬A);
(А3): A → A ∨B;
modus ponens: (A → ¬(A ∨B)) → ¬A;
(А1): ¬(A ∨B) → (A → ¬(A ∨B));
¬(A ∨B);
modus ponens: A → ¬(A ∨B);
modus ponens: (A → ¬(A ∨B)) → ¬A;
modus ponens: ¬A;
(А 9): (B → A ∨B) → ((B → ¬(A ∨B)) → ¬B);
(А 4): B → A ∨B;
modus ponens: (B → ¬(A ∨B)) → ¬B;
(А 1): ¬(A ∨B) → (B → ¬(A ∨B));
¬(A ∨B);
modus ponens: B → ¬(A ∨B);
modus ponens: (B → ¬(A ∨B)) → ¬B;
modus ponens: ¬B;
modus ponens: ¬(A ∨B) → (¬A ∧ ¬B);
modus ponens: ¬A ∧ ¬B.

3скорочений запис для «теореми дедукцiї».
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Основнi задачi

3.1. Доведiть, що для довiльних речень A,B,C

1) ⊢ (A → (B → C)) → (B → (A → C));

2) ⊢ A → ¬¬A.

3.2. Доведiть (не використовуючи теорему дедукцiї), що для до-
вiльних речень A,B,C

1) ⊢ A ∨B → B ∨A;

2) ⊢ (¬A → A) → A.

3.3. Доведiть, що для довiльних речень A,B,C

1) ⊢ (A → B) → (¬B → ¬A);

2) ⊢ A → ((A → B) → B);

3) ⊢ (¬A → ¬B) → (B → A).

Цi твердження видiлено в окрему задачу, оскiльки вони вико-
ристовуються для доведення важливих тверджень, таких як лема
Кáльмара.

3.4. Побудуйте вивiд тверджень:

1) A ∧ (B ∧C) ⊢ (A ∧B) ∧C;

2) A ∨ (B ∨C) ⊢ (A ∨B) ∨C;

3) (A ∧B) ∨C ⊢ (B ∨C) ∧ (B ∧C);

4) (A ∨B) ∧C ⊢ (A ∧C) ∨ (B ∨C);

5) ¬A ∧ ¬B ⊢ ¬(A ∧B);

6) A → B ⊢ ¬A ∨B;

7) ¬A ∨B ⊢ A → B.
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Додатковi задачi

3.5. Побудуйте якомога коротший логiчний вивiд речення (не
використовуючи теорему дедукцiї)

⊢ (A → (B → C)) → (B → (A → C))
для довiльних речень A,B,C.

3.6. Порахуйте, як може змiнитись кiлькiсть крокiв при прямо-
му застосуваннi алгоритму 3.7 для переходу вiд виводу iз застосу-
ванням теореми дедукцiї до «чистого» виводу.

Домашнє завдання

3.7. Доведiть, що для довiльних речень A,B,C

1) ⊢ ¬A → (¬B → ¬(A ∨B));

2) ⊢ (A → B) → ((¬A → B) → B)).

Цi речення також використовуються для доведення Леми Каль-
мара та iнших важливих тверджень.

Лiтература.

[3, с. 13–18]; [4, с. 36–45].

27



Заняття № 4. Логiчнi виводи 2

Основнi задачi

4.1. Побудуйте вивiд тверджень:

1) A ∧ (B ∧C) ⊢ (A ∧B) ∧C;

2) A ∨ (B ∨C) ⊢ (A ∨B) ∨C;

3) (A ∧B) ∨C ⊢ (A ∨C) ∧ (B ∨C);

4) (A ∨B) ∧C ⊢ (A ∧C) ∨ (B ∧C);

5) ¬A ∧ ¬B ⊢ ¬(A ∧B);

6) A → B ⊢ ¬A ∨B;

7) ¬A ∨B ⊢ A → B.

4.2. Доведiть, що для довiльних речень A,B,C

1) ⊢ (C → A) ∨ (C → B) → (C → A ∨B);

2) ⊢ ¬(A ∧B) → (¬A ∨ ¬B);

3) ⊢ (((A → B) → A) → A);

4) ⊢ ((A → (B → C)) → C) → ((((A → C) → C) → (((B → C) →
→ C)) → C).

Домашнє завдання

4.3. Доведiть (не використовуючи теорему дедукцiї), що для до-
вiльних речень A,B,C

1) A → ((A → B) → B);

2) (A → B) ∨ (B → A).

Лiтература.

[3, с. 13–18]; [4, с. 36–45].
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Роздiл 2

Логiка вiдношень

Заняття № 5. Предикати. Квантори. Речення

Неформальна теорiя

Означення 5.1. Вiльною змiнною речення F логiки вiдношень
називається така змiнна, вiд якої речення F залежить.

Означення 5.2. Дiя квантора на речення визначається нефор-
мально в такий спосiб :

∀xiF (x1,...,xn) = min
xi

(F (x1,...,xn)),(18)

∃xiF (x1,...,xn) = max
xi

(F (x1,...,xn)).(19)

Звiдси легко бачити, що предикат QxiF (x1,...,xn) залежить
вже вiд n-1 змiнної — змiнна xi «вирiзається» квантором Q.

Формальна теорiя та приклади

Означення 5.3.

1. Алфавiт A логiки вiдношень складається з 12 лiтер:

p,v,f,|,¬, → , ∨ , ∧ ,∀,∃,(,).

2. Змiнною називається слово в алфавiтi A, побудоване за
такими правилами:

1 ) слово, яке складається з однiєї лiтери v, є змiнною;

2 ) якщо слово w є змiнною, то й слово w| є змiнною;

3 ) iнших змiнних, крiм тих, якi можуть бути побудованi
за правилами (a),(b), не iснує.
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Фактично це означення зводиться до того, що змiнними
є слова вигляду v|| . . . | (n символiв |; можливо n = 0). Ско-
рочено таке слово позначатимемо vn.

3. Предикатом називається слово в алфавiтi A, побудоване
за такими правилами:

(a) слово, яке складається з однiєї лiтери p, є предикатом;

(b) якщо слово P є предикатом, то й слова |P та P | є
предикатами;

(c) iнших предикатiв, крiм побудованих за правилами (a),
(b), не iснує.

Знов-таки, предикати — це слова вигляду || . . . |︸ ︷︷ ︸
m

p || . . . |︸ ︷︷ ︸
n

, якi

скорочено позначаються pmn . Число m називають мiснi-
стю предиката pmn . Нульмiснi предикати p0n називають
(сталими) висловлюваннями.

4. Функцiоналом називається слово в алфавiтi A, побудоване
за такими правилами:

(a) слово, яке складається з однiєї лiтери f, є функцiона-
лом;

(b) якщо слово F є функцiоналом, то й слова |F та F | є
функцiоналами;

(c) iнших функцiоналiв, крiм побудованих за правилами
(a),(b), не iснує.

Знов-таки, функцiонали — це слова вигляду || . . . |︸ ︷︷ ︸
m

f || . . . |︸ ︷︷ ︸
n

,

якi скорочено позначаються fmn . Число m також назива-
ють мiснiстю функцiонала fmn . Нульмiснi функцiонали f0n
називаються константами.

5. Термом називається слово в алфавiтi A, побудоване за та-
кими правилами:

(a) змiнна є термом;

(b) якщо t1, t2, . . . , tm — терми, а F — m-мiсний функцiо-
нал, то Ft1t2 . . . tm — терм;
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(c) iнших термiв, крiм побудованих за правилами (a),(b),
не iснує.

Для виразностi замiсть Ft1t2 . . . tm писатимемо F (t1,t2,
. . . ,tm).

6. Атомом або елементарним реченням називається слово
в алфавiтi A, яке має вигляд Pt1t2 . . . tm, де P — деякий
m-мiсний предикат, а t1, t2, . . . , tm — деякi терми (якщо
m = 0, це слово має вигляд P , без перелiку термiв). Знов-
таки, для виразностi ми писатимемо P (t1, t2, . . . , tm) за-
мiсть Pt1t2 . . . tm.

7. Реченням логiки вiдношень називається слово в алфавiтi
A, побудоване за такими правилами:

(a) кожен атом є реченням;

(b) якщо A,B — речення, то ¬A, (A ∨ B), (A ∧ B),
(A → B), — теж речення;

(c) якщо A — речення, а x — змiнна, то ∀xA i ∃xA —
теж речення;

(d) iнших речень, крiм побудованих за правилами (a), (b),
(c), не iснує.

Означення 5.4.

1. Iнтерпретацiя I логiки вiдношень складається з таких
частин:

1 ) деякої непорожньої множини M = M(I), яка називає-
ться областю iнтерпретацiї I;

2 ) вiдображення, яке кожному m-мiсному предикату P
ставить у вiдповiднiсть функцiю I(P ):Mm → B (зокре-
ма, якщо m = 0, I(P ) ∈ B — булева стала);

3 ) вiдображення, яке кожному m-мiсному функцiоналу F
ставить у вiдповiднiсть функцiю I(F ):Mn → M (зокре-
ма, якщо m = 0, I(F ) ∈ M — фiксований елемент).

2. Розподiлом (в iнтерпретацiї I) називається вiдображення
ϕ:X → M , де X — множина змiнних.
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3. Якщо ϕ — розподiл, а x — змiнна, то через ϕx познача-
ється множина всiх таких розподiлiв ψ, що ψ(y) = ϕ(y)
для всiх змiнних y ̸= x.

4. Значення ϕ(t) терма t на розподiлi ϕ визначається таки-
ми правилами.

1 ) Якщо t = vn, то ϕ(t) = ϕ(vn).

2 ) Якщо t = Ft1t2 . . . tm, де F — m-мiсний функцiонал, то
ϕ(t) = I(F )(ϕ(t1),ϕ(t2), . . . ,ϕ(tm)).

5. Значення val (I,ϕ,A) речення A на розподiлi ϕ в iнтерпре-
тацiї I визначається такими правилами.

1 ) Якщо A = Pt1t2 . . . tm — елементарне речення, то

val (I,ϕ,A) = I(P )(ϕ(t1),ϕ(t2), . . . ,ϕ(tm)).

2 ) Якщо A = ¬B, то

val (I,ϕ,A) =

{
0, якщо val (I,ϕ,B) = 1;
1, якщо val (I,ϕ,B) = 0.

3 ) Якщо A = (B ∨C), то

val (I,ϕ,A) =

{
0, якщо val (I,ϕ,B) = val (I,ϕ,C) = 0;
1, в iншому разi.

4 ) Якщо A = (B ∧C), то

val (I,ϕ,A) =

{
1, якщо val (I,ϕ,B) = val (I,ϕ,C) = 1;
0, в iншому разi.

5 ) Якщо A = (B → C), то

val (I,ϕ,A) =

{
0, якщо val (I,ϕ,B) = 1, а val (I,ϕ,C) = 0;
1, в iншому разi.

6 ) val (I,ϕ,∀xA) = min{val (I,ψ,A)|ψ ∈ ϕx}.
7 ) val (I,ϕ,∃xA) = max{val (I,ψ,A)|ψ ∈ ϕx}.
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В останнiх двох рядках вважаємо, як завжди, що 0 < 1. Тому
фактично val (I,ϕ,∀xA) = 1 тодi й лише тодi, коли val (I,ψ,A) =
1 для кожного розподiлу ψ, який вiдрiзняється вiд ϕ щонайбiльше
значенням на змiннiй x, а val (I,ϕ,∃xA) = 1 тодi й лише тодi,
коли val (I,ϕ,A) = 1 принаймнi для одного з таких розподiлiв.

Означення 5.5. Областю iстинностi предиката P називає-
ться множина iнтерпретацiй I, в якiй P набуває iстинних зна-
чень.

Приклад 5.6. На множинi M = {1,2,3} таблицями значень
задамо предикати P1(x1,x2),P2(x1):

P1(x1,x2)

x1
x2

1 2 3
1 0 1 0
2 1 0 0
3 0 1 1

x1 P2(x1)
1 1
2 1
3 0

Побудувати таблицю значень предиката ∃x2(P2(x2) → P1(x1,x2)).

Розв’язання .. Наведений предикат залежить вiд єдиної змiн-
ної — x1. Побудуємо таблицю спочатку для виразу в дужках
Q1(x1,x2) = P2(x2) → P1(x1,x2), а потiм застосуємо квантор iсну-
вання Q2(x1) = ∃x2(Q1):

Q1(x1,x2)

x1
x2

1 2 3
1 0 1 1
2 1 0 1
3 0 1 1

x1 Q2(x1)
1 1
2 1
3 1

На прикладi першої графи подивимось, як заповнювалась та-
блиця Q1(x1,x2):

Q1(1,1) = P2(1) → P1(1,1) = 1 → 0 = 0;

Q1(1,2) = P2(1) → P1(1,2) = 1 → 1 = 1;

Q1(1,3) = P2(1) → P1(1,3) = 1 → 0 = 0.
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Приклад 5.7. На множинi натуральних чисел iз нулем задано
предикат

S(x1,x2,x3) =
{

1, якщо x1 + x2 = x3;
0, в iншому разi

Використовуючи тiльки цей предикат та iнструментарiй ло-
гiки вiдношень записати твердження «дiя додавання натуральних
чисел комутативна».

Розв’язання .. Спочатку запишемо твердження у звичайнiй
алгебраїчнiй формi.

Для всiх a,b виконується a+ b = b+ a.

У нас немає предиката, що визначає рiвнiсть. Але ми можемо
порахувати суму a + b = x1 i за допомогою предиката S записати,
що сума b+ a також дорiвнює x1:

S(a,b,x1)︸ ︷︷ ︸
a+b=x1

→ S(b,a,x1)︸ ︷︷ ︸
b+a=x1

.

Залишилось розставити квантори. Оскiльки наше твердження
має виконуватись для всiх натуральних чисел, зрозумiло, що це бу-
дуть квантори довiльностi (якщо твердження хибне хоч для одного
натурального числа, то таким буде i наше речення). Тому вiдповiдь
виглядає i читається таким чином:

∀a∀b∀x1(S(a,b,x1) → S(b,a,x1)),

∀a∀b︸︷︷︸
Для всiх a i b

∀x1︸︷︷︸
i для всiх x1 таких, що

(S(a,b,x1)︸ ︷︷ ︸
a+b=x1

→︸︷︷︸
виконується

S(b,a,x1)︸ ︷︷ ︸
b+a=x1

).

Основнi задачi

5.1. Запишiть речення мовою логiки предикатiв.

1. Не всi птахи вмiють лiтати.

2. Ви можете обманювати декого весь час, ви можете обманю-
вати всiх деякий час, але ви не можете обманювати всiх i
весь час.
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3. Кожний, у кому є впертiсть, може вивчити математичну
логiку.

5.2. Якi з наведених виразiв є предикатами?

1) y = x2 (x, y належать множинi дiйсних чисел).

2) x — мати y (x, y належать множинi людей).

3) x i y (x, y належать множинi людей).

5.3. f -одномiсний, g — двомiсний, h — тримiсний функцiонали.
x,y,z — змiннi. Визначити, якi з виразiв є термами.

1) f(g(x,y)).

2) g(f(z,h(x,y,z))).

3) f(g(x)).

4) h(x,y,z).

5.4. Предикат P (x,y) задано на множинi {a,b} таблично:

x a a b b

y a b a b

P (x,y) 0 1 1 1
.

Обчислiть значення формул:

1) ∀xP (x,a),∃xP (x,a),∀yP (a,y),∃yP (a,y);

2) ∀xP (x,b),∃xP (x,b),∀yP (b,y),∃yP (b,y);

3) ∀x∀yP (x,y),∀x∃yP (x,y),∀y∃xP (x,y),∃y∀xP (x,y);

4) ∀y∀xP (x,y),∃x∀yP (x,y),∃x∃yP (x,y),∃y∃xP (x,y).

5.5. Нехай предикати P (x), Q(x), R(x) над множиною
M = {a,b,c,d} задано таблицями значень:

x a b c d
P (x) 1 1 0 1
Q(x) 0 1 0 0
R(x) 1 1 1 1

.

Побудувати таблицi значень предикатiв:
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1) ∀x2(P (x2) → Q(x1)) ∧ ∃x2R(x2);

2) ∃x1((∀x1(P (x1) → Q(x1))) ↔ R(x1);

3) ∃x2∀x3(∀x1P (x1) → (R(x2) ∧Q(x3))).

5.6. Предикати P1(x1,x2),P2(x1,x2),P3(x1) задано на множинi M =
{a,b,c} таблицями значень:

P1(x1,x2)

x1
x2

a b c

a 1 1 0
b 0 1 0
c 0 1 1

P2(x1,x2)

x1
x2

a b c

a 1 0 1
b 1 1 1
c 0 0 1

x1 P3(x1)
a 1
b 0
c 1

,

Побудувати таблицю значень предикатiв:

1) ∃x1P3(x1) → (∃x2∀x1P1(x1,x2));

2) ∀x1P2(x1,x2) ∨ (∃x2¬P3(x2));

3) ∀x1∃x2(∀x1P3(x1) → (∃x2P1(x1,x2) ∨ ∀x1P2(x1,x2))).

5.7. На множинi N0 всiх натуральних чисел з нулем вибрано
такi атомарнi предикати:

S(x1,x2,x3) =

{
1, якщо x1 + x2 = x3;
0, в iншому разi.

D(x1,x2,x3) =

{
1, якщо x1x2 = x3;
0, в iншому разi.

Яким буде значення в такiй iнтерпретацiї речень:

1) ∃y∀xS(x,y,x);

2) ∃y∀xD(x,y,x);

3) ∀z∀x∃yS(x,y,z);

4) ∀z∀x∃yD(x,y,z).

5.8. Нехай предикати P ,Q визначено на множинi точок площини
M . Область iстинностi нового предиката зафарбовано. Визначте,
яким предикатам вiдповiдають такi рисунки:
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а) б)

в) г)

д)

5.9. Предикати S,D задано так само, як у задачi 5.7.
Запишiть такi твердження у виглядi речень, що мiстять лише

предикатнi символи S, D.

1) Дiя додавання натуральних чисел асоцiативна.

2) Добуток двох парних чисел є парним числом.

3) Кожне парне число є сумою трьох простих чисел.

4) Множина простих чисел-близнюкiв скiнченна1.

5.10. Записати мовою логiки предикатiв твердження: система
рiвнянь f1(x,y) = 0; f2(x,y) = 0 несумiсна.

5.11. Область iнтерпретацiї I — множина фiгур на площинi.
Предикатам P (x), Q(x), R(x,y), S(x,y) вiдповiдають вiдношення
I(P ): «x — точка», I(Q): «x — пряма», I(R): x ∈ y, I(S): x = y.

1Числа-близнюки — це такi простi числа, рiзниця мiж якими дорiвнює 2.
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1) Яке значення в цiй iнтерпретацiї має речення

∀x(Q(x) → ∃y(Q(y) ∧ ¬∃z(P (z) ∧R(z,x) ∧R(z,y)) ∧
∧∀t(Q(t) ∧ ¬∃z(P (z) ∧R(z,x) ∧R(z,t)) → S(y,t)))?

2) Напишiть речення A, таке що val (I,ϕ,A) = 1 тодi й лише тодi,
коли ϕ(x) = X, ϕ(y) = Y , ϕ(z) = Z, ϕ(t) = T — точки, причому
прямi XY та ZT непаралельнi.

5.12. Область iнтерпретацiї I — множина дiйсних чисел. Пре-
дикатам P (x,y) та Q(x,y) вiдповiдають вiдношення I(P ): «точка з
координатами (x,y) належить кругу радiуса 4 з центром (1,0)» та
I(Q): «точка з координатами (x,y) належить тiй пiвплощинi з гра-
ницею x + y = 1, яка не мiстить початку координат». При яких
значеннях X = ϕ(x)

(a) val (I,ϕ,A) = 1, де A = ∀y(P (x,y) → Q(x,y));

(b) val (I,ϕ,B) = 1, де B = ∃y(P (x,y) ∧Q(x,y))?

5.13. На множинi M = {1,2,3} iнтерпретацiю I задамо таблиця-
ми:

I(P)(x,y)

x
y

1 2 3
1 1 0 0
2 1 1 0
3 0 1 1

x I(Q)(x)
1 1
2 0
3 1

.

Знайдiть значення в цiй iнтерпретацiї речення:

1) ∃y(P (x,y) → ∀x(¬Q(y) ∨ ∃z(R(z) ∨ ¬P (x,z))));

2) ∀x(∃yQ(y) ∨ ∃z¬R(z)) → ∀z(R(z) ∧ ∃x¬P (x,y));

3) ¬∃y∀xP (x,y) ∧ ∃z(Q(z) ∨ ∀x(P (z,x) → ¬Q(x))).

Додатковi задачi

5.14. Побудувати алгоритм перевiрки того, чи є задане слово
реченням логiки вiдношень.

5.15. У таблицi 1 поставте у вiдповiднiсть кожному реченню з
лiвої графи формальний запис у правiй графi.
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a) Всi суддi — юристи (i) (∃x)(W(x) ∧C(x) ∧ L(x))
b) Деякi юристи — шахраї (ii) ¬O(j) ∧ ¬V(j)
c) Жоден iз суддiв не є шахраєм (iii) ∀x(J(x) → ¬S(x))
d) Деякi суддi — старi, але активнi (iv) ∃x(W(x) ∧ L(x) ∧H(x))
e) Суддя Петренко не старий i не

активний
(v) ∀x(A(j,x) → ¬S(x)

f) Не всi юристи — суддi (vi) ∀x(J(x) → L(x))
g) Деякi юристи, що є одночасно полi-

тиками, — члени ради
(vii) ¬∀x(L(x) → J(x))

h) Жоден член ради не є активним (viii) ∀x(C(x) ∧O(x) → L(x))
i) Всi старi члени ради — юристи (ix) ∃x(L(x) ∧ S(x))
j) Деякi жiнки є одночасно юристами

та членами ради
(x) ∃x(L(x) ∧ P (x) ∧C(x))

k) Жодна жiнка не є одночасно полi-
тиком та домогосподаркою

(xi) ∀x(W(x) → ¬(P (x) ∧H(x))

l) Деякi жiнки-юристи є домогоспо-
дарками

(xii) ∀x(C(x) → ¬V(x))

m) Всi жiнки-юристи захоплюються
кимось iз суддiв

(xiii) ∃x(J(x) ∧O(x) ∧V(x))

n) Деякi юристи захоплюються тiльки
суддями

(xiv) ∀x∀y(A(y,x) ∧ J(x) → J(y))

o) Деякi юристи захоплюються жiнка-
ми

(xv) ∃x(S(x) ∧ ∀y(A(x,y) → ¬L(y))

p) Деякi шахраї не захоплюються жо-
дним юристом

(xvi) ∃x∃y(L(x) ∧ S(y) ∧A(x,j) ∧A(y,j))

q) Суддя Петренко не захоплюється
жодним шахраєм

(xvii) ∀x(W(x) ∧ L(x) → ∃y(W(y) ∧
A(x,y)))

r) Iснують i юристи, i шахраї, якi за-
хоплюються суддею Петренко

(xviii) ∃x(L(x) ∧ ∃y(W(y) ∧A(x,y))

s) Тiльки суддi захоплюються суддя-
ми

(xix) ∀x(J(x) → ∀y(A(x,y) → J(y))

t) Всi суддi захоплюються тiльки суд-
дями

(xx) ∃x(L(x) ∧ ∀y(A(x,y) → J(y))

Таблиця 1. Таблиця до задачi 5.15

Домашнє завдання

5.16. Предикат над множиною дiйсних чисел визначено таким
способом:

F (x,y,z) =
{

1, якщо x2 + y2 = z2;
0, в iншому разi.
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Що означають у такому випадку вирази: F (3,4,5); F (1,2,z); F (x,y,5);
∀xF (3,4,x); ∃yF (1,1,y)?

5.17. Двомiсний предикат над множиною R задано умовою{
P (x,y) = 1, якщо |x− y| ≤ 2;
P (x,y) = 0, якщо |x− y| > 2.

Зобразити геометрично область iстинностi цього предиката.

5.18. Запишiть речення мовою логiки предикатiв.

1) Кожен оселедець — риба, але не кожна риба — оселедець.

2) Якщо сонце свiтить, то це комусь потрiбно.

5.19. Побудувати таблицю значень предиката ∃x2(∀x1P1(x1,x2) →
→ P2(x1,x2)) ↔ P3(x1).

P1(x1,x2)

x1
x2

a b c

a 0 1 0
b 1 0 1
c 0 1 1

,

P2(x1,x2)

x1
x2

a b c

a 1 0 1
b 0 1 0
c 0 0 0

,

x1 P3(x1)
a 0
b 1
c 1

,

5.20. Нехай на множинi точок i прямих площини вибрано пре-
дикати P1(x) — «x — точка», P2(x) — «x — пряма», P3(x1,x2) —
«точка x1 лежить на прямiй x2». Виразити через них предикати:

а) прямi x1, x2 перетинаються;
б) точки x1,x2,x3 лежать на однiй прямiй;
в) прямi x1,x2,x3 перетинаються в однiй точцi.

5.21. На множинi M = {1,2,3} iнтерпретацiю I задано таблиця-
ми:

I(P)(x,y)

x1
x2

1 2 3
1 1 0 1
2 0 1 0
3 0 1 1

x I(Q)(x)
1 0
2 0
3 1

x I(R)(x)
1 0
2 1
3 1

Знайдiть значення в цiй iнтерпретацiї речення:
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1) ∀x(∃yQ(x) ∨ ∃z¬R(z)) → ∀z(R(z) ∧ ∃x¬P (x,y));

2) ¬∃y∀xP (x,y) ∧ ∃z(Q(z) ∨ ∀x(P (z,x) → ¬R(x))).

Лiтература.

[3, с. 30–35]; [4, с. 53–63].
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Заняття № 6. Тотожно iстиннi та виконливi ре-
чення

Теоретичнi вiдомостi

Означення 6.1. Нехай Qx — деяке входження квантора ∀ або
∃ до речення A. Його область визначається такими правилами:

1 ) Якщо A = QxB для деякої змiнної x та деякого речення B, то
областю цього квантора є все речення A; областi дiї кванторiв,
якi входили до речення B, не змiнюються.

2 ) Якщо A має вигляд ¬B, B∨C, B∧C або B → C, а Q входить до
речення B (C), то область квантора Qx в реченнi A збiгається
з областю цього квантора в реченнi B (C).

3 ) Входження змiнної x до речення A називається вiльним, якщо
воно не належить областi якогось квантора Qx, i пов’язаним
(квантором Q), якщо воно належить такiй областi.

4 ) Кажуть, що x — вiльна змiнна речення A, якщо в цьому ре-
ченнi є принаймнi одне вiльне входження змiнної x.

5 ) Речення A називається замкненим, якщо в ньому немає жо-
дної вiльної змiнної.

6 ) Замиканням речення A називається замкнене речення
∀x1∀x2 . . . ∀xnA, де x1, x2, . . . , xn — усi вiльнi змiннi речення A,
взятi в порядку своїх номерiв (тобто vk iде перед vm, якщо
k < m).

Означення 6.2. Речення логiки вiдношень F називається

• виконливим, якщо iснує iнтерпретацiя I та розподiл ϕ
такi, що val (I,ϕ,F ) = 1;

• тотожно iстинним в iнтерпретацiї I (|=I F ), якщо на
довiльному розподiлi ϕ val (I,ϕ,F ) = 1;

• тотожно iстинним на множинi M (|=M F ), якщо для до-
вiльної iнтерпретацiї I з областю M та довiльного роз-
подiлу ϕ val (I,ϕ,F ) = 1;

• тотожно iстинним (|= F ), якщо воно тотожно iстинне
на довiльнiй множинi.
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У цьому роздiлi ми зустрiчаємось iз двома в деякому сенсi ор-
тогональними питаннями.

1. Чи є речення F виконливим?

Якщо ми хочемо вiдповiсти на це питання:

• «так», то необхiдно i достатньо навести одну iнтерпре-
тацiю i розподiл, в яких це речення — iстинне;

• «нi», то необхiдно довести, що таких розподiлiв не iснує
(оптимально це доводити вiд супротивного — «нехай
iснують такi I,ϕ, що val (I,ϕ,F ) = 1», i приходити до
протирiччя).

2. Чи є речення F тотожно iстинним? Якщо ми хочемо вiдпо-
вiсти на це питання:

• «нi», то необхiдно i достатньо навести одну iнтерпре-
тацiю i розподiл, в яких це речення — хибне;

• «так», то необхiдно довести, що таких розподiлiв не
iснує (знов-таки вiд супротивного — «нехай iснують та-
кi I,ϕ, що val (I,ϕ,F ) = 0, i приходити до протирiччя).

Зауваження 6.3. Тому, виконувати перевiрку i проводити до-
ведення як у логiцi висловлювань нам заважають квантори. Але
ми можемо їх позбавлятись за правилами:

• якщо val (I,ϕ,∀xF ) = 1, то для всiх ψ ∈ ϕx val (I,ψ,F ) = 1;

• якщо val (I,ϕ,∀xF ) = 0, то iснує ψ ∈ ϕx такий, що
val (I,ψ,F ) = 0;

• якщо val (I,ϕ,∃xF ) = 1, то iснує ψ ∈ ϕx такий, що
val (I,ψ,F ) = 1;

• якщо val (I,ϕ,∃xF ) = 0, то для всiх ψ ∈ ϕx val (I,ψ,F ) = 1.

Тут i далi позначаємо ϕx множину всiх розподiлiв, якi вiдрiзня-
ються вiд розподiлу ϕ тiльки на x.

Приклад 6.4. Довести, що речення є тотожно iстинним:

∀x(P1(x) ∧ P2(x)) → (P1(x) ∨ P2(x)).
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Розв’язання .. Припустимо, що це не так. Тобто iснує така
iнтерпретацiя I i такий розподiл ϕ, що

val (I,ϕ,∀x(P1(x) ∧ P2(x)) → ∃x(P1(x) ∨ P2(x))) = 0.

Iмплiкацiя хибна, якщо лiворуч в нiй стоїть одиниця, а праворуч
нуль. Отже,

val (I,ϕ,∀x(P1(x) ∧ P2(x))) = 1;(20)
val (I,ϕ,∃x(P1(x) ∨ P2(x))) = 0.(21)

Iз (20) за правилами з 6.3 одержуємо для кожного розподiлу
ψ1 ∈ ϕx:

val (I,ψ1,P1(x) ∧ P2(x)) = 1.

Кон’юнкцiя iстинна, якщо обидва вирази iстиннi. А отже,

val (I,ψ1,P1(x)) = 1;
val (I,ψ1,P2(x)) = 1.

За тими самими правилами з (21) одержуємо: для кожного роз-
подiлу ψ2 ∈ ϕx

val (I,ψ2,P1(x) ∨ P2(x)) = 0.

Диз’юнкцiя хибна, якщо обидва вирази хибнi. Отже,

val (I,ψ2,P1(x)) = 0;
val (I,ψ2,P2(x)) = 0.

Але обидва розподiли ψ1 та ψ2 були обранi довiльно з множини
ϕx. Отже оберемо ψ2 = ψ1 i одержимо:

val (I,ψ1,P1(x)) = 1;
val (I,ψ1,P2(x)) = 1 i
val (I,ψ1,P1(x)) = 0;
val (I,ψ1,P2(x)) = 0,
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що є протирiччям. Отже наше початкове припущення хибне, а
речення справдi є тотожно iстинним.

Зауваження 6.5. Iнодi замiсть того, щоб указувати вiльнi змiн-
нi в предикатi, ми записуємо їх у дужках пiсля символу, яким цей
предикат позначено. Наприклад, P1(x) або Q(x,y).

Приклад 6.6. Перевiрити, що речення не є тотожно iстин-
ним:

P (a) ∧Q(a,a) → ∀x(¬Q(x,b) ∨Q(a,x)),

де a,b — константи.

Розв’язання .. Оскiльки у нас вже є двi константи, спробуємо
побудувати iнтерпретацiю на двоелементнiй множинi M = {a,b}.
Для цього потрiбно заповнити таблицi значень предикатiв P i Q.

Iмплiкацiя є хибною, якщо лiворуч стоїть iстина, а праворуч хи-
бнiсть. Лiворуч у нас стоїть кон’юнкцiя, яка iстинна, якщо об’єднує
iстиннi значення. Отже маємо одразу поставити iстину в клiтинi,
що вiдповiдає P (a), та тiй, що вiдповiдає Q(a,a):

y
I(Q)(x,y)

x
a b

a 1
b

x I(P)(x)
a 1
b

Праворуч стоїть мiнiмум значень диз’юнкцiї ¬Q(x,b) ∨ Q(a,x).
Диз’юнкцiя хибна тiльки тодi, якщо обидва значення хибнi. Оскiль-
ки нас цiкавить мiнiмальне значення, то потрiбно, щоб iснував хоча
б один x такий, що цей вираз є хибним, тобто

val (I,ϕ,¬Q(x,b)) = 0, а отже, val (I,ϕ,Q(x,b)) = 1;
val (I,ϕ,Q(a,x)) = 0.

У таблицi предиката Q у нас зайнята лише клiтина Q(a,a), от-
же, можемо обрати x = b i додати в таблицю вiдповiднi значення
(val (I,ϕ,Q(b,b)) = 1; val (I,ϕ,Q(a,b)) = 0):
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y
I(Q)(x,y)

x
a b

a 1
b 0 1

x I(P)(x)
a 1
b

Клiтини, що залишились, можемо заповнити будь-яким спосо-
бом — це не змiнить значення в цiй iнтерпретацiї нашого речення.

Таким чином ми побудували iнтерпретацiю, в якiй речення є
хибним, а отже довели, що воно не є тотожно iстинним.

Основнi задачi

6.1. Вкажiть вiльнi та зв’язанi входження кожної змiнної в ре-
ченнях:

1) ∀xP (x);

2) P (x) → ∃xQ(x);

3) ∃xA(x) ∧B(x);

4) ∃x∀y(P (x) ∧Q(y)) → ∀xR(x).

6.2. Доведiть, що наведенi речення логiки вiдношень є тотожно
iстинними.

1. ∀xA → Ax
t , де терм t є вiльним для x у реченнi A.

2. ∀x(A → B) → (∃xA → B), де x не є вiльною змiнною в
реченнi B.

Цi речення та речення iз задачi 6.18 доповнюють список аксiом,
якi будуть застосовуватись для формального виводу у логiцi вiдно-
шень.

6.3. Доведiть, що якщо речення F1 та F1 → F2 тотожно iстиннi,
то F2 також тотожно iстинне.

6.4. Наведiть приклади, якi показують, що коли терм t не є вiль-
ним для x у реченнi A, речення ∀xA → Ax

t може не бути тотожно
iстинним.

6.5. Доведiть, що коли |=I A, то |=I ∀xA.
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6.6. Наведiть приклад того, що речення A → ∀xA може не бути
тотожно iстинним.

6.7. Доведiть, шо такi речення логiки предикатiв є тотожно
iстинними.

1. (∀xA ∧ ∀xB) ↔ ∀x(A ∧B).

2. ∀xi∀xjA ↔ ∀xj∀xiA.

3. ∃xi∀xjA → ∀xj∃xiA.

6.8. Доведiть, шо i речення логiки предикатiв не є тотожно
iстинними.

1. (∀x1P1(x1) → ∀x1P2(x1)) → (∀x1(P1(x1) → P2(x1)).

2. (∀x1(P1(x1) ∨ P2(x1))) → (∀x1P1(x1) ∨ ∀x1P2(x1)).

6.9. Скiлькома способами можна проiнтерпретувати речення:

1) (∃x2P1(x1,x2) ∨ ∀x1P2(x1,c1)) ∧ P3(x1,c2,x1);

2) ∃x2(∀x1(P1(x1,x2,c1) → P2(x1,c2,c1))) ∧ P3(x1,c3)

над множиною A iз n елементiв?

6.10. Скiльки iснує рiзних iнтерпретацiй речення:

1) ∀x1∀x2(P (x1,x2) → P (x2,x1));

2) ∀x1∀x2(P (x1,x2) ∧ P (x2,x1))

над множиною iз n елементiв, при яких воно перетворюється в
iстинне твердження?

6.11. Чи будуть тотожно iстинними (загальнозначимими) рече-
ння:

1) ∀x1P (x1) → ∃x2P (x2);

2) ∀x1(P1(x1) → P2(x2)) ↔ (∃x1P1(x1) → P2(x2))?

6.12. Чи буде виконливим речення

∀x1∃x2P (x1,x2) ↔ ∃x2∀x1P (x1,x2)?
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Домашнє завдання

6.13. Вкажiть вiльнi та зв’язанi входження кожної змiнної в ре-
ченнях:

1) ∀xP (x) → P (y);

2) ∃x∃y(P (x,y) ∧Q(z)).

6.14. Нехай предикатнi символи P1 i P2 у реченнi
F = ∃x3(P1(x1,x3) ∧ P2(x3,x2)) iнтерпретуються над множиною R
так:

P1(x1,x2) =
{

1 при x2 = tg x1;
0 в iншому разi, P2(x1,x2) =

{
1 при x2 = x3

1;
0 в iншому разi.

Який предикат над R виражає речення F у цiй iнтерпретацiї? Чи
буде речення F виконливим? Чи буде воно тотожно iстинним?

6.15. Чи буде виконливим речення ∃x1∃x2(P (x1) ∧ ¬P (x2))?

6.16. Чи буде тотожно iстинним речення P (x1) → ∃x2P (x2)?

6.17. Наведiть приклади, якi показують, що коли терм t не є
вiльним для x у реченнi A, то речення Ax

t → ∃xA може не бути
тотожно iстинним.

6.18. Доведiть, що наступнi речення логiки вiдношень є тотожно
iстинними:

1. Ax
t → ∃xA, де терм t є вiльним для x у реченнi A.

2. ∀x(A → B) → (A → ∀B), де x не є вiльною змiнною в
реченнi A.

Лiтература.

[3, с. 30–35]; [4, с. 53–63].
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Заняття № 7. Логiчнi наслiдки

Теоретичнi вiдомостi

Означення 7.1. Нехай Γ — множина речення логiки предика-
тiв. Будемо називати речення A логiчним наслiдком iз множини
Γ i позначати Γ |= A, якщо val (I,ϕ,A) = 1 для будь-якої iнтер-
претацiї I i довiльного розподiлу ϕ в цiй iнтерпретацiї таких, що
val (I,ϕ,B) = 1 для довiльного речення B ∈ Γ.

Перевiрка того, чи є певне мiркування вiрним у логiцi вiдно-
шень, не суттєво вiдрiзняється вiд того, як ми це робили в логiцi
висловлювань.

Приклад 7.2. Перевiрити, чи буде правильним мiркування:
Деякi птахи вмiють лiтати. Всi страуси птахи. Отже стра-

ус Гоша вмiє лiтати.

Розв’язання .. У наведеному мiркуваннi можемо видiлити
двi предикатнi конструкцiї:

L(x) =

{
1, якщо x вмiє лiтати;
0, в iншому разi,

P (x) =

{
1, якщо x птах;
0, в iншому разi,

S(x) =

{
1, якщо x страус;
0, в iншому разi.

Крiм того ми маємо константу — позначимо її c — конкретного
страуса Гошу.

Тодi наше мiркування мовою логiки вiдношень запишеться так:

{∃x(P (x) ∧ L(x)),∀x(S(x) → P (x))} |= S(c) → L(c).
Зауважимо, що це не єдиний спосiб записати це мiркування —

звичайно його можна переписати, використовуючи iншi сполучни-
ки.

Розглянемо коли множина умов може набувати iстинних зна-
чень:

val (I,ϕ,∃x(P (x) ∧ L(x))) = 1;(22)
val (I,ϕ,∀x(S(x) → P (x))) = 1.(23)

Застосувавши правила з 6.3 до (23), маємо
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(24) ∀ψ1 ∈ ϕx val (I,ψ1,S(x) → P (x)) = 1.

Iз (22) одержуємо, що ∃ψ2 ∈ ϕx:

val (I,ψ2,P (x)) = 1;
val (I,ψ2,L(x)) = 1.

Iз того, що (24) виконується для довiльного розподiлу ψ1 ∈ ϕx,
випливає, що воно виконується зокрема i для ψ2 ∈ ϕx.

Оскiльки iнтерпретацiя включає в себе визначення значення пре-
дикатiв на константах, то ми можемо покласти в iнтерпретацiї I
val (I,ψ2,S(c)) = 1 i val (I,ψ2,L(c)) = 0.

У такий спосiб ми побудували iнтерпретацiю та розподiл, у яких
речення з множини умов iстиннi, а «наслiдок» хибний:

val (I,ψ2,P (x)) = 1;
val (I,ψ2,L(x)) = 1;
val (I,ψ2,S(x)) = 1, це значення ми можемо брати довiльним;
val (I,S(c)) = 1;
val (I,L(c)) = 0.

Отже, мiркування є логiчно невiрним.
Зауважимо, що така побудова працює тiльки на множинi, яка

мiстить хоча б два елементи. На одноелементнiй множинi вказане
логiчне мiркування перетворюється на iстинне.

Зауваження 7.3. Загальний принцип розв’язку задач не змi-
нюється з попереднього роздiлу. Якщо ми хочемо показати, що мiр-
кування Γ = {F1,...,Fn} |= F :

• є логiчно вiрним, то доведемо, що не iснує такої iнтерпре-
тацiї I i розподiлу ϕ, що val (I,ϕ,Fi) = 1 для всiх i, а
val (I,ϕ,F ) = 0 (доводимо вiд супротивного);

• не є логiчно вiрним, то наведемо приклад iнтерпретацiї та
розподiлу, в яких речення з множини Γ всi iстиннi, а рече-
ння F хибне.

50



При цьому ми застосовуємо той самий iнструментарiй. Часто може-
мо надати потрiбну iнтерпретацiю одразу, без детальної побудови.

Основнi задачi

7.1. Використовуючи поняття логiчного наслiдку для логiки пре-
дикатiв, пересвiдчитись, чи будуть правильними мiркування.

1. Нiхто не може розшифрувати прислане повiдомлення, не
знаючи шифру, за допомогою якого воно було зашифрова-
не. Нi Iванов, нi Петренко його не розшифрували. Отже
вони не знають шифру, за допомогою якого зашифроване
це повiдомлення.

2. Кожне рацiональне число є дiйсним. Iснує рацiональне чи-
сло. Отже, iснує дiйсне число.

3. Для довiльної множини X iснує множина Y бiльшої поту-
жностi. Якщо X мiститься в Y то потужнiсть X не переви-
щує потужнiсть множини Y . Кожна множина мiститься в
U . Отже, U не є множиною.

4. Деякi першокурсники добре ставляться до всiх второкур-
сникiв. Жоден першокурсник не любить нiкого зi студентiв
останнього курсу. Отже, жоден второкурсник не є студен-
том останнього курсу.

7.2. Довести

1) Речення B є логiчним наслiдком речення A тодi i тiльки тодi,
коли речення A → B є тотожно iстинним реченням.

2) Якщо речення B є логiчним наслiдком речення A i A тотожно
iстинне в iнтерпретацiї I, то i речення B тотожно iстинне в iн-
терпретацiї I.

7.3. Довести, що коли |=I A, то |=I ∀xA.

7.4. Навести приклад того, що речення A → ∀xA може не бути
тотожно iстинним.

7.5. Чи правильно стоїть знак |= у спiввiдношеннях:

1) ∀xi∃xjA(xi,xj) |= ∃xi∀xjA(xi,xj);

2) A(xi) → B |= ∃xA(xi) → B?
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7.6. Довести, що якщо Γ∪{A} |= B i A замкнена, то Γ |= A → B.
Наведiть приклад того, що без обмеження на A це твердження

може бути невiрним.

7.7. Записати мовою логiки вiдношень означення неперервно-
стi функцiї в точцi i вивести логiчними засобами звiдси означення
розривностi.

Домашнє завдання

7.8. Використовуючи поняття логiчного наслiдку для логiки пре-
дикатiв, пересвiдчитись, чи буде правильним мiркування.

«Декому подобається спiвати. Дехто не любить нiкого, хто лю-
бить спiвати. Отже, декого люблять не всi.»

7.9. Писатимемо |=n A, якщо |=M A для кожної множини з n
елементами.

1. Довести, що з |=n A випливає |=m A при m < n.

2. Навести приклад речення A, такого що |=n A, але не
|=n+1 A, де n — задане натуральне число.

7.10. Довести, що

1) ∀x¬A ↔ ¬∃xA;

2) ∃x¬A ↔ ¬∀xA;

3) ∀xA ↔ ∀yAx
y , якщо y не зустрiчається в A;

4) ∃xA ↔ ∃yAx
y , якщо y не зустрiчається в A.

Пiд F1 ↔ F2 розумiємо тут i далi, що F1 |= F2 i F2 |= F1.

Лiтература.

[3, с. 30–39]; [4, с. 57–63].
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Заняття № 8. Логiчнi виводи

Теоретичнi вiдомостi

Система аксiом логiки вiдношень складається зi знайомих нам
десяти аксiом логiки висловлювань 3.2 та чотирьох специфiчно пре-
дикатних аксiом.

Аксiоми 8.1 (аксiоми логiки вiдношень).

(А1) A → (B → A);

(А2) (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C));

(А3) A → (A ∨B);

(А4) B → (A ∨B);

(А5) (A → C) → ((B → C) → (A ∨B → C));

(А6) A ∧B → A;

(А7) A ∧B → B;

(А8) (A → B) → ((A → C) → (A → B ∧C));

(А9) (A → B) → ((A → ¬B) → ¬A);

(А10) ¬¬A → A;

(А11) ∀xA → Ax
t (якщо t — терм вiльний для x в A);

(А12) Ax
t → ∃xA (якщо t — терм вiльний для x в A);

(А13) ∀x(A → B) → (A → ∀xB) (якщо x — змiнна, яка не
є вiльною в A);

(А14) ∀x(B → A) → (∃xB → A) (якщо x — змiнна, яка не
є вiльною в A).

Означення 8.2 (процедура логiчного виводу в логiцi вiдно-
шень). Послiдовнiсть речень A1,A2,...,An називається логiчним
виводом речення A з теорiї (тобто множини речень) T, якщо
для кожного номера i речення Ai задовольняє одну з таких умов.

1. Ai — аксiома логiки вiдношень 8.1.

2. Ai ∈ T.
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3. Iснують номери j < i та k < i такi, що Aj = (Ak → Ai)
(у цьому випадку кажуть, що Ai одержане з Ak → Ai та
Ak за правилом modus ponens (2.4).

4. Iснує номер j < i такий, що Ai = ∀xAj , де x — деяка
змiнна (кажуть, що Ai одержане з Aj узагальненням за
змiнною x).

5. An = A.

Якщо такий вивiд iснує, кажуть, що A виводиться в теорiї T або
є теоремою теорiї T, i пишуть T ⊢ A.

Зокрема, якщо теорiя T порожня, кажуть, що A виводиться
в логiцi вiдношень або є теоремою логiки вiдношень.

Означення 8.3.

1. Нехай T = T1∪T2 i послiдовнiсть B1,B2, . . . ,Bn є виводом
iз теорiї ,T. Кажуть, що речення Bi в цьому виводi не за-
лежить вiд T2, якщо iснує пiдпослiдовнiсть
Bi1 ,Bi2 , . . . , Bik (i1 < i2 < · · · < ik), яка є виводом iз теорiї
T1 i мiстить речення Bi.

2. Вивiд B1,B2, . . . ,Bn називається вiльним для T2, якщо в
ньому узагальнення за змiнними, якi є вiльними в речен-
нях з T2, не застосовуються до речень, якi залежать вiд
T2 в цьому виводi.

Теорема 8.4 (теорема дедукцiї). Припустимо, що iснує вивiд
речення B з теорiї T∪{A}, вiльний для A. Тодi iснує вивiд речення
A → B з теорiї T, в якому застосовуються узагальнення лише за
тими ж змiнними, що й у наведеному виводi B з T∪{A}. Зокрема,
якщо в цьому виводi взагалi не застосовується узагальнення за
змiнними, якi є вiльними в A (наприклад, речення A замкнене), i
T∪ {A ⊢ B}, то T ⊢ A → B. Якщо T = T1 ∪T2 i вихiдний вивiд не
залежав вiд T2 ∪ {A}, то одержаний вивiд не залежить вiд T2.

Зауваження 8.5. У процесi формального виводу в логiцi вiд-
ношень можна використовувати:

• аксiоми 8.1;

• правило modus ponens 2.4;

• теорему дедукцiї 8.4;
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• правило узагальнення;

• речення, якi були виведенi ранiше (зокрема речення, одер-
жанi у задачах 3.3 та 3.7).

Означення 8.6. Теорiєю першого порядку називається довiль-
на множина T речень логiки вiдношень.

Приклад 8.7. Побудуйте вивiд речення ∃x ¬A → ¬∀xA.

Розв’язання .. (А11): ∀xA → A;
речення iз задачi 3.3: ((∀xA) → A) → (¬A → ¬(∀xA));
modus ponens: ¬A → ¬(∀xA);
правило узагальнення: ∀x(¬A → ¬(∀xA));
(А 14): ∀x(¬A → ¬∀xA) → (∃x¬A → ¬∀xA);
modus ponens: ∃x¬A → ¬∀xA.

Основнi задачi

8.1. Нехай x не є вiльною змiнною в реченнi A. Доведiть таке.

1. ⊢ (∃xB → A) → ∀x(B → A).

2. ⊢ (A → ∀xB) → ∀x(A → B).

8.2. Занумеруємо яким-небудь способом усi символи предикатiв
логiки вiдношень: P1,P2, . . . ,Pn, . . . i кожному реченню A логiки вiд-
ношень поставимо у вiдповiднiсть речення A⋆ логiки висловлювань
за правилами:

• iз речення A видалимо всi символи змiнних i констант, фун-
кцiоналiв i кванторiв;

• символ предиката Pn замiнимо атомом An логiки вислов-
лювань так, щоб отримати речення логiки висловлювань.

Доведiть таке.

1. Якщо A — аксiома числення предикатiв, то A⋆ - тавтологiя.

2. Якщо A1, . . . ,An — вивiд речення A з множини речень Γ
у численнi предикатiв, то A⋆

1, . . . ,A⋆
n — вивiд речення A⋆

з множини речень Γ⋆ у численнi висловлювань. Зокрема,
якщо ⊢ A, то A⋆ — тавтологiя.

3. У численнi предикатiв неможливо одночасно ⊢ A i ⊢ ¬A.
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8.3. Нехай T — теорiя першого порядку. Позначимо A ≡T B,
якщо ⊢T A → B i ⊢T B → A одночасно. Доведiть таке:

1) ∀x(A ∧B) ≡T ∀xA ∧ ∀xB;

2) ∃x(A ∨B) ≡T ∃xA ∨ ∃xB;

3) ∃x(A → B) ≡T ∀xA → ∃xB,

зокрема,

∃x(A → B) ≡T A → ∃xB, якщо змiнна x не є вiльною в реченнi
A,

∃x(A → B) ≡T ∀xA → B, якщо змiнна x не є вiльною в реченнi
B.

8.4. Перевiрити, чи будуть наведенi послiдовностi виводами в
логiцi вiдношень:

A 1) ∀x∃yP (x,y) → ∃yP (f(y,y));

B 1) ∀xP (x) → P (f(y)),

2) ∀xP (x) → ∀yP (f(y));

C 1) P (x) → ∃P (x),

2) (P (x) → ∃xP (x)) → (∀xP (x) → (P (x) → ∃xP (x))),

3) ∀xP (x) → (P (x) → ∃xP (x)).

8.5. Доведiть, що

1) ⊢ ∀xA ∨ ∀xB → ∀x(A ∨B);

2) ⊢ ∃x(A ∧B) → ∃xA ∧ ∃xB;

3) ⊢ (∃xA → ∀xB) → ∀x(A → B).

Чи завжди виводяться оберненi iмплiкацiї?

8.6. Побудуйте виводи наступних речень:

1) ∃x∃yP (x,y) → ∃y∃xP (x,y);

2) ∃x∀yP (x,y) → ∀y∃xP (x,y);

3) ∀x∀yP (x,y) → ∀xP (x,x);
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8.7. Доведiть твердження:

1) ∀x(P (x) → Q(x)) ⊢ ∃xP (x) → ∃xQ(x);

2) ∀x(P (x) → Q(x)) ⊢ ∀yP (y) → ∀zQ(z).

8.8. Доведiть, що коли ⊢T A → B, то ⊢T ∀xA → ∀xB.

8.9. Доведiть, що якщо Γ ⊢ ∀xA(x), то Γ ⊢ A(t) для довiльного
терма t, вiльного для x в A(x).

Додатковi задачi

У наступних двох задачах, сформулюйте систему постулатiв,
якi б визначали вiдповiднi теорiї, й доведiть виключно логiчними
засобами вiдповiднi твердження.

8.10. Доведiть логiчними засобами теорему про границю суми
числових послiдовностей.

8.11. Доведiть логiчними засобами теорему про суму кутiв три-
кутника.

Домашнє завдання

8.12. Побудуйте виводи речень:

1) ∀x∀yP (x,y) → ∀y∀xP (x,y);

2) ∃xP (x,x) → ∃y∃xP (x,y).

8.13. Побудуйте вивiд речення ∃xi ¬A → ¬∀xA.

8.14. Доведiть, що якщо Γ ⊢ A(t) для деякого терма t, вiльного
для x в A(x), то Γ ⊢ ∃xA(x).

Лiтература.

[3, с. 36–42]; [4, с. 64–66].
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Роздiл 3

Теорiї першого порядку

Заняття № 9. Моделi 1

Теоретичнi вiдомостi

Означення 9.1.

1. Теорiєю першого порядку називається довiльна множина T
речень логiки вiдношень. Кажуть, що предикат або фун-
кцiонал (зокрема, висловлювання або константа)
належить теорiї T, або теорiя T мiстить цей предикат
або функцiонал, якщо вiн зустрiчається принаймнi в одно-
му з речень, якi належать T. Кажуть, що речення A є
реченням теорiї T, якщо воно мiстить лише тi предика-
ти та функцiонали, якi належать теорiї T.

2. Моделлю теорiї T називається така iнтерпретацiя I, що
|=I A для всiх речень A ∈ T. Якщо M — область цiєї
iнтерпретацiї, то кажуть, що I — модель теорiї T на
множинi M . Потужнiсть множини M називають та-
кож потужнiстю моделi I. Теорiю називають сумiсною,
якщо для неї iснує хоча б одна модель.

Речення з T у математицi часто називають постулатами цiєї
теорiї. Ми не вживатимемо для них назву «аксiоми», оскiльки
в логiцi це слово використовують у зовсiм iншому значеннi при
аксiоматизацiї того чи iншого роздiлу формальної логiки.

Означення 9.2. Теорiю першого порядку T називатимемо розв’я-
зною, якщо iснує алгоритм, який за кожним замкненим реченням
A цiєї теорiї визначає, чи T ⊢ A.
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Означення 9.3 (теорiя з рiвнiстю).

1. Теорiя першого порядку T називається теорiєю першого
порядку з рiвнiстю (або коротше теорiєю з рiвнiстю), якщо
вона мiстить двомiсний предикат E та постулати

Ev0v0,(E1)
Ev0v1 → E(Fuv0v,Fuv1v),(E2F ,k,l)
Ev0v1 → (Puv0v → Puv1v)),(E3P ,k,l)

де в реченнях (E2) та (E3) F i P позначають, вiдповiдно,
довiльний функцiонал або предикат, який належить тео-
рiї T, u = v2 . . . vk+1 i v = vk+2 . . . vk+l+1, де k,l — довiльнi
невiд’ємнi числа такi, що k + l + 1 = n, якщо функцiонал
F або предикат P є n-мiсним.

2. Модель I теорiї з рiвнiстю T називається нормальною,
якщо I(E) — вiдношення рiвностi, тобто I(E)(a,b) = 1
тодi й лише тодi, коли a = b.

Для зручностi часто замiсть Eab писатимемо a = b.

Приклад 9.4. Побудувати теорiю, модель якої — теорiя груп.

Розв’язання .. Спочатку запишемо, що таке теорiя груп. Це
певна замкнена вiдносно бiнарної дiї множина, для всiх елементiв
x,y,z якої виконуються аксiоми групи.

Аксiоми 9.5.

1. Асоцiативнiсть: x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z.

2. Iснування нейтрального елемента e такого, що
e ∗ x = x ∗ e = x.

3. Iснування оберненого x−1: x ∗ x−1 = x−1 ∗ x = e.

Отже, щоб записати теорiю груп мовою логiки, необхiдно вве-
сти:

• двомiсний функцiонал Pxy, який вiдповiдатиме дiї групи;

• константу e, яка вiдповiдатиме нейтральному елементу.

Тодi казатимемо, що теорiя складається з Pxy, e та постулатiв:
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1) ∀x∀y(P (xP (yz)) = P ((Pxy)z);

2) ∀x(Pxe = x ∧ Pex = x);

3) ∀x∃y(Pxy = e ∧ Pyx = e).

Звернiть увагу на те, що оскiльки ми використали функцiонал
P , а не предикат, нам не потрiбно окремо формулювати умову за-
мкненостi множини вiдносно бiнарної дiї.

Ми не пишемо x−1, оскiльки це не є лiтерою логiки.

Приклад 9.6. Наведiть приклад сумiсної теорiї першого по-
рядку, всi моделi якої мiстять точно два елементи.

Розв’язання .. Найочевиднiшою можливiстю ввести обмеже-
ння на розмiр моделi є такi постулати:

1) ∃x1∃x2¬(x1 = x2) – iснують два нерiвнi елементи;

2) ∀x1∀x2∀x3((x1 = x2) ∨ (x1 = x3) ∨ (x2 = x3)) – в кожнiй трiйцi
елементiв два рiвнi.

Основнi задачi

9.1. Наведiть приклад сумiсної теорiї першого порядку, всi мо-
делi якої мiстять:

1) рiвно один елемент;

2) не бiльше n елементiв.

9.2. Вкажiть теорiю першого порядку, модель якої — це:

1) поле характеристики 0;

2) лiнiйно впорядкована множина;

3) лiнiйно впорядкована множина з мiнiмальним елементом;

4) частково впорядкована множина.

9.3. Чи iснує модель M на множинi M = {a,b}, в якiй було б
виконливим речення:

∀x1∃x2(F1(x1,x2,x3) ∨ F2(x1,x2,x3))?
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9.4. Нехай A — деяке замкнене речення теорiї полiв. Доведiть,
що коли A iстинне в усiх полях характеристики 0, то iснує таке
натуральне n, що A iстинне в усiх полях довiльної характеристики
p > n.

9.5. Доведiть, що коли теорiя першого порядку T має модель на
множинi M , то вона має модель на довiльнiй множинi N ⊇ M .

9.6. Наведiть приклад сумiсної теорiї з рiвнiстю, яка не має:

1) моделей на множинах, якi мiстять менше, нiж m елементiв, де
m — задане натуральне число;

2) скiнченних моделей.

9.7. Нехай T — довiльна теорiя з рiвнiстю. Доведiть, що

1) T |= x = y → y = x;

2) T |= x = y ∧ y = z → x = z.

9.8. Знайдiть теорiї першого порядку, моделi яких — це:

1) поля характеристики 0;

2) алгебраїчно замкненi поля.

Додатковi задачi

9.9. Розглядається теорiя T першого порядку з рiвнiстю. Позна-
чимо через ∃!xA речення ∃x∀y(A∧ (Ax

y → y = x)). Припустимо, що
T ⊢ ∀x1∀x2 . . .∀xn∃!yF для деякого речення F з вiльними змiнни-
ми x1, . . . ,xn,y. Додамо до теорiї T новий n-мiсний функцiонал f i
речення y = f(x1, . . . ,xn) ↔ F. Доведiть, що кожну модель теорiї
T можна перетворити на модель розширеної теорiї. Ця процеду-
ра дозволяє додавати до теорiї новi функцiонали, якi можуть бути
описанi засобами цiєї теорiї.

Домашнє завдання

9.10. Знайдiть теорiї першого порядку, моделi яких це лiнiйно
впорядкованi множини, в яких немає найбiльшого елемента.

9.11. Наведiть приклад теорiї з рiвнiстю, яка має нормальнi мо-
делi лише на множинах з m елементами.

Лiтература.

[3, с. 36–39]; [4, с. 64–70, с. 86–92].
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Заняття № 10. Моделi 2

Теоретичнi вiдомостi

Означення 10.1. Теорiя першого порядку T називається

• суперечливою, якщо iснує таке речення A, що T ⊢ A i T ⊢
¬A;

• повною, якщо для довiльного замкненого речення A цiєї те-
орiї або T ⊢ A, або T ⊢ ¬A.

Приклад 10.2. Покажiть, що наведена формула не має скiн-
ченних моделей:

∀x∀y∀z(P (x,y) ∧ P (y,z) → P (x,z)) ∧ ∀x¬P (x,x) ∧ ∀x∃yP (x,y).

Розв’язання .. Припустимо, що скiнченна модель iснує i скла-
дається з елементiв c1,...,cn. Наша формула є кон’юнкцiєю таких
тверджень:

∀x∀y∀z(P (x,y) ∧ P (y,z) → P (x,z));(25)
∀x¬P (x,x);(26)
∀x∃yP (x,y).(27)

Нашою метою є навести iнтерпретацiю, в якiй всi цi речення є
iстинними, тобто заповнити скiнченну таблицю значень предиката
P (x,y) – єдиного предиката, який фiгурує в нашому реченнi:

x1
x2

c1 ... cn
c1
. . .

cn

Дiагональ таблицi заповнюється нулями завдяки iстинностi твер-
дження (26).

Залишилось твердження (25). Щоб воно напевно було iстинним,
необхiдно аби для кожної трiйки ci,cj ,ck такої, що

P (ci,cj) = 1,
P (cj ,ck) = 1

також i P (ci,ck) = 1.
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Iншi комбiнацiї нас не цiкавлять, оскiльки вони напевно дають
iстинне значення iмплiкацiї.

Покладемо ci = ck. Ми знаємо, що P (ci,ci) = 0, тож нулем має
бути P (ci,cj) або P (cj ,ci). Але це знов-таки має справджуватись
для довiльних i,j, зокрема i якщо ми помiняємо їх мiсцями.

Таким чином ми заповнили всю нашу скiнченну таблицю нуля-
ми.

Розглянемо твердження (27). Воно говорить, що в кожнiй графi
зустрiчається хоча б одна одиниця, що призводить до протирiччя i
доводить, що формула справдi не має скiнчених моделей.

Основнi задачi

10.1. Покажiть, що наведенi формули є виконливими, але не
мають скiнченних моделей:

1) ∀x∃y∀z((P (y,z) → P (x,z)) ∧ P (x,x) ∧ ¬P (y,x));

2) ∀x∀y∀z(P (x,x) ∧ (P (x,z) → P (x,y) ∨ P (y,z))) ∧ ∀y∃z¬P (y,z).

10.2. Покажiть, що

• кожна суперечлива теорiя є повною;

• iз суперечливої теорiї виводиться будь-яке речення B.

10.3. Нехай T – теорiя першого порядку з рiвнiстю. Доведiть,
що тодi або потужностi всiх скiнченних нормальних моделей цiєї
теорiї обмеженi, або T має злiченну модель.

10.4. Нехай f ,g — функцiонали, R — унарний предикат. Введемо
позначення:

1) F1 = ∃x,y(R(x) ∧ ¬R(y));

2) F2 = ∀x∃y(R(x) → R(y) ∧ x ̸= y);

3) F3 = ∀x,y(R(x) ∧R(y) → (f(x) = f(y) → x = y));

4) F4 = ∀x,y(R(x) ∧R(y) → (g(x) = g(y) → x = y));

5) F5 = ∀y∃x(R(y) → R(x) ∧ y = f(x));

6) F6 = ∀y∃x(R(y) → R(x) ∧ y = g(x));

7) F7 = ∀x∃y(R(x) → R(y) ∧ f(x) = g(y));
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8) F8 = ∃x,y(R(x) ∧R(y) ∧ f(x) ̸= g(y));

9) F9 = ∀x,y(f(x) = g(y) → R(x) ∧R(y)).

Укажiть модель (якщо така iснує) для теорiй:

1) T1 = {F1,F2,F3,F4,F5,F6,F7,F8,F9};

2) T2 = {F1¬F2,F5,¬F6,F7};

3) T3 = {¬F1,F6,¬F7}.

10.5. Розглянемо теорiю, стандартна модель якої — абелева гру-
па (необхiдно до аксiом, наведених у прикладi 9.4 додати аксiому
комутативностi). Позначаючи x−1 елемент, обернений до x, дове-
дiть i теореми:

1) (a ∗ b)−1
= a−1 ∗ b−1;

2) якщо f :G → G, де f(x) = x−1, то f — взаємнооднозначне вiд-
ображення на групу G.

10.6. Перевiрте, чи будуть твердження теоремами теорiї груп:

1) ∀x∀y(x+ y = y + x);

2) ∀x∀y(x+ y = x ∧ y + x = x → y = 0).

10.7. Позначимо F = ∃x∀y(x ≤ y). Доведiть, що анi F , анi ¬F не
є теоремами теорiї частково впорядкованих множин (розглянутої в
задачi 9.2).

10.8. Нехай теорiя T1 скiнченна, а теорiя T1 ∪T2 сумiсна. Дове-
дiть, що коли теорiя T2 розв’язна, такою є й теорiя T1 ∪ T2.

10.9. Доведiть, що коли теорiя T несуперечлива i розв’язна, то
iснує повна розв’язна несуперечлива теорiя T∗ ⊇ T.

10.10. Доведiть твердження

val (I,ϕ,A) =
{

1, якщо T∗ ⊢ Aϕ;
0, якщо T∗ ⊢ ¬Aϕ,

iз доведення теореми про модель у випадках, коли а) A = B ∧ C,
б) A = ¬B, в) A = ∀xB.
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Домашнє завдання

10.11. В умовах задачi 10.4, вкажiть модель (якщо така iснує)
для теорiй:

1) T1 = {F1,F3,F5,F7,F9};

2) T2 = {F1,¬F2,F3,¬F4,F5,¬F6,F7,¬F8,F9}.

10.12. Покажiть, що речення

∀x∃y(P (x,y) ∧ ¬P (y,x) ∧ ¬(P (x,x) ↔ P (y,y)))

не має трьохелементної моделi.

10.13. Покажiть, що в кожнiй теорiї мiститься лише злiченна
кiлькiсть речень.

Лiтература.

[3, с. 36–39, с. 46–50]; [4, с. 64–70, 86–92].
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Заняття № 11. Пренексна нормальна форма

Теоретичнi вiдомостi

Означення 11.1. Пренексна нормальна форма — форма, в якiй
речення логiки вiдношень має вигляд

a1x1a2x2...anxnF ,

де ai ∈ {∀,∃}, а F не мiстить кванторiв.

Теорема 11.2. Кожне речення логiки вiдношень рiвносильне
реченню, записаному в пренекснiй нормальнiй формi.

Твердження 11.3. Для довiльних речень A i B та довiльної
змiнної x:

1 ) якщо A →T B, то ∀xA →T ∀xB i ∃xA →T ∃xB;

2 ) якщо A ≡T B, то ∀xA ≡T ∀xB i ∃xA ≡T ∃xB;

3 ) ¬∃xA ≡ ∀x¬A, а тому ∃xA ≡ ¬∀x¬A;

4 ) ¬∀xA ≡ ∃x¬A, а тому ∀xA ≡ ¬∃x¬A;

5 ) якщо змiнна y вiльна для x у реченнi A i не є сама вiльною
змiнною в цьому реченнi, то ∀xA ≡ ∀yAx

y i ∃xA ≡ ∃yAx
y ;

6 ) ∃xA → B ≡ ∀x(A → B), якщо x не є вiльною змiнною в реченнi
B.

Ранiше, у задачах 8.3 та 8.5, ми одержали i правила, якi зможемо
використовувати для зведення речення до пренексної нормальної
форми:

Правила 11.4. (8.3)

1 ) ∀x(A ∧B) ≡ ∀xA ∧ ∀xB;

2 ) ∃x(A ∨B) ≡ ∃xA ∨ ∃xB;

3 ) ∃x(A → B) ≡ ∀xA → ∃xB.

Правила 11.5. (8.5)

1 ) ∃x(A → B) ≡ A → ∃xB, якщо x не є вiльною в A;

2 ) ∃x(A → B) ≡ ∀A → B, якщо x не є вiльною в B;
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3 ) ∀x(A ∨B) ≡ ∀xA ∨B, якщо x не є вiльною в B;

4 ) ∃x(A ∧B) ≡ ∃xA ∧B, якщо x не є вiльною в B.

Приклад 11.6. Звести до пренексної нормальної форми речен-
ня ∀x(∃yR(x,y) → ∃yS(x,y)).

Розв’язання .. Оберемо деяку («нову») змiнну t, яка є вiль-
ною для y в R(x,y). Тодi ми маємо право зробити замiну:

∀x(∃yR(x,y) → ∃yS(x,y)) ≡ ∀x(∃tR(x,t) → ∃yS(x,y)).

Зауважимо, що R(x,t) = R(x,y)yt .
Тепер t є вiльною для ∃yS(x,y), а отже за правилом 11.5 ми

можемо винести квантор ∃t за дужки:

∀x∃t(R(x,t) → ∃yS(x,y)).

Але тепер y є вiльною змiнною для R(x,t), отже,

(28) ∀x∃t∃y(R(x,t) → S(x,y)︸ ︷︷ ︸ ).

Оскiльки в дужках залишився безкванторний вислiв, то (28) є
пренексною нормальною формою початкового речення.

Основнi задачi

11.1. Довести, що коли A ≡T A′ i B ≡T B′, то

1) ¬A ≡T ¬A′;

2) A ∧B ≡T A′ ∧B′;

3) A ∨B ≡T A′ ∨B′;

4) A → B ≡T A′ → B′.

11.2. Довести, що ∀x∀yA ≡ ∀y∀xA.

11.3. Побудувати пренексну форму для таких речень числення
предикатiв:

1) ∀xA ∨ ∀xB;

2) ∃xA ∧ ∃xB;
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3) ∃xA → ∀xB;

4) ∃xA → ∃xB;

5) ∀xA → ∀xB.

11.4. Нехай P i Q — деякi предикати. Побудувати пренексну
форму для наступних речень:

1) ∃x1P (x1,x2,x3) → ∀x1∃x2Q(x1,x2) ∧ ∃x2∀x3P (x1,x2,x3);

2) ∀x2∃x1Q(x1,x2) ∧ ∃x1∀x2∀x3P (x1,x3,x2) → ∃x2∃x3Q(x3,x2).

11.5. Побудувати пренексну нормальну форму речень:

1) ¬∃c∀y∃z∀uP (x,y,z,u);

2) ∃x∀yP (x,y) ∧ ∃x∀yQ(x,y);

3) ∃x∀yP (x,y) ∨ ∃x∀yQ(x,y);

4) ∃c∀yP (x,y) → ∃x∀yQ(x,y);

5) ∀x∃y(P (x) → Q(y,z)) → ∃x∀z(Q(x,z) ∧ P (y));

6) ∀xP (x) → ∀y(∀zQ(x,z) → ∀uP (u)).

11.6. Нехай замкнене речення A має вигляд

∀x1∀x2 . . . ∀xn∃y1∃y2 . . . ∃ymB,
де речення B не мiстить кванторiв i функцiоналiв i n ≥ 1. До-

вести, що |= A тодi й тiльки тодi, коли |=M A, де M — множина iз
n елементiв.

Додатковi задачi

Означення 11.7. Нехай F1,...,Fn,F — речення з вiльними змiн-
ними x1,x2,...,xn. Ми називатимемо F булевською комбiнацiєю мно-
жини Γ = {F1,...,Fk}, якщо F може бути побудоване за допомогою
множини Γ та сполучникiв ¬, ∧ , ∨ , → , ↔, або навпаки — якщо
F належить до мiнiмального набору речень, який складається з
Γ та всiх таких A1 ∧A2, A1 ∨A2, ¬A1, A1 → A2, A1 ↔ A2 для
всiх A1,A2, що включає в себе F .

11.7. Скiльки iснує булевських комбiнацiй Γ таких, що кожна
довiльна булевська комбiнацiя Γ буде еквiвалентною однiй з них?

11.8. Як може змiнитись довжина речення при зведеннi до пре-
нексної нормальної форми?
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Домашнє завдання

11.9. Доведiть, що ∃x∃yA ≡ ∃y∃xA.

11.10. Зведiть речення до пренексної нормальної форми:

1) ∃xB(x) → (∃xC(x) → ∃xD(x));

2) ∀x∃yB(x,y) ∧ ∃xC(x) → ∀y∃xD(x,y);

3) ((∃xB(x) → ∃xC(x)) → ∃xD(x)) → ∃xF (x).

11.11. Нехай замкнене речення A має вигляд ∃y1∃y2 . . . ∃ymB, де
речення B не мiстить кванторiв i функцiоналiв. Доведiть, що |= A
тодi й тiльки тодi, коли |=M A, де M — одноелементна множина.

Лiтература.

[3, с. 43–45]; [4, с. 96–101].
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Заняття № 12. Нестандартнi моделi. Теорема про
модель

Теоретичнi вiдомостi

Теорема 12.1 (теорема компактностi). Нехай T — теорiя. T
несумiсна, якщо в нiй iснує несумiсна пiдмножина T. Навпаки: T
сумiсна, якщо всi її пiдмножини сумiснi.

Теорема 12.2 (теорема про модель). Кожна несуперечлива те-
орiя першого порядку має скiнченну або злiченну модель.

Означення 12.3.

1. Нехай I — модель теорiї першого порядку T з областю
M , а N — пiдмножина в M . Припустимо, що для ко-
жного функцiонала F теорiї T i кожного з елементiв
a1, a2, . . . , am ∈ N , де m — мiснiсть F , обов’язково
I(F ) (a1, a2, . . . , am) ∈ N ; зокрема, I(c) ∈ N для кожної
константи теорiї T. Тодi можна розглянути обмеження
IN iнтерпретацiї I на пiдмножину N , вважаючи, що

IN (F ) (a1, a2, . . . , am) = I(F ) (a1, a2, . . . , an) ,
IN (P ) (a1, a2, . . . , am) = I(P ) (a1, a2, . . . , am)

для довiльних функцiонала F та предиката P . Якщо IN
також є моделлю теорiї T, її називають пiдмоделлю моде-
лi I. Кажуть також, що N є пiдмоделлю в I, або навiть
у M , хоч останнє не зовсiм коректно, бо модель склада-
ється не лише зi своєї областi, а ще й з iнтерпретацiй
функцiоналiв та предикатiв.

2. Пiдмодель N моделi I називається елементарною, якщо
val (I,ϕ,A) = val (IN ,ϕ,A) для кожного речення A теорiї T
i кожного розподiлу ϕ:X → N . Зокрема, множини замкне-
них речень, iстинних у моделях I та IN , збiгаються.

3. Якщо N — пiдмодель (елементарна пiдмодель) моделi I,
то модель I називається розширенням (вiдповiдно, еле-
ментарним розширенням) моделi IN .

Зауважимо, що коли T — теорiя з рiвнiстю, а I — нормальна
модель, кожна її пiдмодель також нормальна.
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Теорема 12.4 (теорема про нестандартнi моделi). Нехай T —
теорiя першого порядку, I — її злiченна модель. Тодi iснує її власне
елементарне розширення I∗, тобто таке, що область M моделi I
є власною пiдмножиною областi M∗ моделi I∗, причому множину
M∗ також можна вважати злiченною.

У конкретних математичних науках часто фiксується деяка мо-
дель M цiєї теорiї T, яка зветься «стандартною» (насправдi, найча-
стiше теорiю T вибирають так, щоб вона описувала «неформальнi»
властивостi математичної структури M). Тодi моделi M∗ iз теоре-
ми 12.4 називаються «нестандартними», а елементи a ∈ M \M∗ —
нестандартними елементами моделi M∗.

Основнi задачi

12.1. Нехай N∗ ⊇ N — нестандартна модель теорiї натуральних
чисел. Доведiть, що N∗ мiстить «нескiнченно велике число», тобто
такий елемент C, що C > n для кожного n ∈ N.

Вказiвка . Скористайтесь тим, що у множинi натуральних чи-
сел для кожного даного n виконується твердження a ≤ n → a =
= 0 ∨ a = 1 ∨ . . . ∨ a = n.

12.2. Доведiть твердження

val (I,ϕ,A) =
{

1, якщо T∗ ⊢ Aϕ;
0, якщо T∗ ⊢ ¬Aϕ

iз доведення теореми про модель у випадках, коли а) A = B ∧ C,
б) A = ¬B, в) A = ∀xB.

12.3. Нехай T – теорiя першого порядку. Доведiть, що тодi або
потужностi всiх скiнченних нормальних моделей цiєї теорiї обме-
женi, або T має злiченну модель.

12.4. Доведiть твердження: якщо T — теорiя першого порядку, I
— iнтерпретацiя, в якiй всi постулати теорiї T iстиннi, F — речення,
iстинне в M , то T ⊢ F .

12.5. Доведiть, що для кожного нестандартного елемента теорiї
натуральних чисел a вiрно a > n ∀n ∈ N.

12.6. Нехай R∗ ⊃ R - нестандартна модель теорiї дiйсних чисел.
Доведiть, що R∗ мiстить «нескiнченно велике число», тобто такий
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елемент C, що C > n для кожного n ∈ N, i «нескiнченно мале чи-
сло», тобто такий елемент c, що 0 < c < a для довiльного додатного
числа a ∈ R.

Вказiвка . Скористайтеся тим, що у множинi дiйсних чисел
для кожного натурального n мають мiсце твердження:

1) якщо 0 < a < n, то для кожного натурального k iснує таке
натуральне mk < nk, що mk/k < a < (mk + 1)/k;

2) якщо c ∈ R∗, c > 0 не є нескiнченно малим, то доведiть, що
послiдовнiсть mk/k збiгається, i якщо b — її границя (звичайна),
то або c = b, або b− c — нескiнченно мала величина.

12.7. Покажiть, що в нестандартнiй моделi дiйсних чисел для
кожного нестандартного числа a iснує єдине стандартне число st(a)
таке, що a− st(a) нескiнченно мале.

Домашнє завдання

12.8. Покажiть, що в нестандартнiй моделi дiйсних чисел a не-
скiнченно мале ⇔ a−1 – нескiнченно велике.

12.9. Архiмедове впорядкування визначається так званою «ар-
хiмедовою властивiстю»: не iснує такої пари x,y, для якої для до-
вiльної кiлькостi доданкiв x+ ...+ x < y.

Доведiть, що нестандартна модель дiйсних чисел має неархiме-
дове впорядкування.

Лiтература.

[3, с. 46–50]; [4, с. 115–131].
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Роздiл 4

Формальна арифметика та теорiя
алгоритмiв

Заняття № 13. Основи формальної арифметики

Теоретичнi вiдомостi

Означення 13.1. Формальною арифметикою називають тео-
рiю першого порядку з рiвнiстю A, яка включає в себе константи
c0 та c1 та два двомiснi функцiонали S та P i мiстить постула-
ти:

Аксiоми 13.2 (постулати формальної арифметики). .

(N1) v + 1 ̸= 0;

(N2) v + 1 = v1 + 1 → v = v1;

(N3) v + 0 = v;

(N4) v + (v1 + 1) = (v + v1) + 1;

(N5) v · 0 = 0;

(N6) v · (v1 + 1) = v · v1 + v;

(N7) Av
0 ∧ ∀v(A → Av

v+1) → ∀vA.

Зауваження 13.3. Ми використовуємо звичнi позначення a+b
замiсть Sab, a·b замiсть Pab, 0 замiсть c0, 1 замiсть c1, a = b замiсть
Eab.

Основнi задачi

13.1. Доведiть, що наведенi речення є теоремами формальної
арифметики.

1. xy = 1 → x = 1 ∧ y = 1.
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2. x 6 y ∧ y 6 z → x 6 z.

3. x 6 y ∧ y < z → x < z, i x < y ∧ y 6 z → x < z.

4. x < y ↔ x+ z < y + z.

5. x < y ∧ z ̸= 0 ↔ xz < yz.

6. Позначимо x|y речення ∃zy = xz.

7. x|y ∧ y ̸= 0 → x 6 y.

13.2. Доведiть наведенi далi твердження, де a,b, . . . , — натураль-
нi числа, Ba,Bb, . . . , — вiдповiднi терми формальної арифметики,
а A — довiльне речення формальної арифметики.

1. Якщо a < b, то A ⊢ Ba < Bb i навпаки (очевидно, якщо
a = b, то терми Ba i Bb просто збiгаються).

2. A ⊢ Ba+ b = Ba+Bb i A ⊢ Bab = BaBb.

3. Нехай F (x1, x2, . . . , xm) — полiном з натуральними коефi-
цiєнтами, a1, a2, . . . , am — натуральнi числа, b = F (a1,a2,
. . . ,am). Позначимо BF (x1, x2, . . . , xn) терм формальної ари-
фметики, який одержується з F , якщо кожний коефiцiєнт
c замiнити термом Bc. Тодi A ⊢ BF (Ba1,Ba2, . . . ,Bam) =
= Bb.

4. A(0) ∧A(1) ∧ . . . ∧A(Bn) ≡A ∀x
(
x 6 Bn → A(x)

)
.

13.3. Виведiть iз попередньої задачi, що кожна модель формаль-
ної арифметики мiстить пiдмодель, iзоморфну стандартнiй.

13.4. Доведiть, що кожна замкнута елементарна формула x = y
теорiї A розв’язна в A (тобто або ⊢A x = y, або ⊢A x ̸= y).

13.5. Доведiть, що кожна замкнута безкванторна формула тео-
рiї A розв’язна в A.

Додатковi задачi

13.6. Доведiть «китайську теорему про лишки»:
Якщо натуральнi числа d1,...,dn попарно спiвпервиннi, то для

довiльних натуральних c1,...,cn iснує таке натуральне a, що
a ≡ ck(moddk) для всiх k = 1,...,n.

Вказiвка . При n = 2 скористайтесь тим, що iснують такi цiлi
числа b1,b2, що b1c1 + b2c2 = 1.
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13.7. Покажiть, що iснує нестандартна модель теорiї A довiль-
ної потужностi.

13.8. Якщо прибрати з теорiї A функцiонал P та всi вiдповiднi
аксiоми, то одержимо повну та розв’язну теорiю. Доведiть цей факт.

Домашнє завдання

13.9. Доведiть, що наступнi речення є теоремами формальної
арифметики.

1. x+ y = 1 → (x = 1 ∧ y = 0) ∨ (x = 0 ∧ y = 1).

2. x < y → ¬y < x.

3. x|y ∧ y|z → x|z.

13.10. Доведiть наведенi далi твердження, де a,b, . . . , — нату-
ральнi числа, Ba,Bb, . . . , — вiдповiднi терми формальної арифме-
тики, а A — довiльне речення формальної арифметики.

1) A(0) ∨A(1) ∨ · · · ∨A(Bn) ≡A ∃x
(
x 6 Bn ∧A(x)

)
.

2) («Принцип нескiнченного спуску»)

A ⊢ ∀x
(
A(x) → ∃y

(
A(y) ∧ y < x

))
→ ∀x¬A(x).

Виведiть звiдси, що кожна модель формальної арифметики мiстить
пiдмодель, iзоморфну стандартнiй.

Лiтература.

[3, с. 60–66]; [4, с. 115–131].
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Заняття № 14. Машини Т’юрiнга

Теоретичнi вiдомостi

Означення 14.1.
Машина Т’юрiнга визначається набором (Σ,Q,δ):

• Σ = {s0,s1,...,sk} — алфавiт, який включає в себе порожнiй
символ 0;

• Q = {q0,q1,...,qm} — скiнчена множина станiв, яка обов’яз-
ково включає в себе стани q1 (початковий стан) та стан
q0 (стан виходу);

• δ — функцiя, яка визначає програму машини;
δ:(Q\{q0})×Σ → Q×Σ×{L,R,S}. Символи L,R,S познача-
ють iнструкцiю для зчитувального пристрою машини —
рухатись влiво, рухатись вправо, залишатись на мiсцi.

Крiм того, в машину входять:

• Нескiнченна в обидвi боки стрiчка, розбита на окремi
клiтини-«поля». У кожне поле вписується один символ
алфавiту Σ, причому лише скiнченна кiлькiсть полiв мi-
стить непорожнiй (ненульовий) символ.

• Зчитувальний пристрiй машини, який за одиницю часу
виконує дiї :

– зчитує символ вхiдного алфавiту, який знаходиться
на полi, на якому опинився в даний момент зчиту-
вальний пристрiй;

– записує в цьому самому полi деякий символ з
алфавiту Σ;

– переходить на сусiднє лiворуч (L), сусiднє праворуч
(R) поле, або залишається на мiсцi (S).

Означення 14.2.

1. Машина Т’юрiнга обчислює функцiю f , якщо для кожно-
го x при початковiй конфiгурацiї машини (q1,x), кiнцевою
конфiгурацiєю буде (q0,f(x)), якщо x належить областi ви-
значеностi функцiї f i машина не зупиниться в iншому
випадку.
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2. Функцiя називається обчислюваною за Т’юрiнгом, якщо
iснує машина Т’юрiнга, яка її обчислює.

Зауваження 14.3.

1. Тут i далi натуральними числами вважатимемо числа мно-
жини N ∪ {0} = {0,1,2,...}.

2. При застосуваннi машин Т’юрiнга до арифметики
(натуральних чисел) вважається, що алфавiтом є множина
{0,1}, а натуральне число x зображується як x + 1 одини-
ця, записана на стрiчцi пiдряд, зчитувальний пристрiй при
цьому розташований на крайнiй одиницi праворуч:

...000 1...1︸︷︷︸
x+1

000...

3. Вектор iз натуральних чисел (x1,...,xn) ∈ (N ∪ {0})n ото-
тожнюється з послiдовнiстю зображень чисел x1,...,xn, мiж
якими стоїть по одному нулю:

...000 1...1︸︷︷︸
x1+1

0 1...1︸︷︷︸
x2+1

0...0 1...1︸︷︷︸
xn+1

000...

Зчитувальний пристрiй знову розташовано на крайнiй оди-
ницi праворуч.

Тут i далi, де не вказано iнше, ми будемо працювати саме з
таким вхiдним алфавiтом i такими домовленостями.

Означення 14.4. Функцiя f :Σ → N∪{0} обчислюється алгори-
тмiчно, якщо iснує алгоритм для обчислення значень
функцiї f .

Твердження 14.5 (теза Т’юрiнга). Функцiя f обчислюється
алгоритмiчно тодi й лише тодi, коли вона обчислювана за Т’ю-
рiнгом.

Означення 14.4 та твердження 14.5 насправдi не є коректними
алгебраїчними формулюваннями. Вони обидва є iнтуїтивними.

Приклад 14.6. Побудуйте машину Т’юрiнга з алфавiтом Σ =
{a,b,0}, яка замiнює на стрiчцi всi лiтери a на b i виходить, коли
зустрiчає на стрiчцi порожню позицiю.
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Розв’язання .. За означенням 14.1, для того щоб задати ма-
шину Т’юрiнга необхiдно i достатньо задати: алфавiт Σ, множину
станiв Q та функцiю δ, яка описує програму машини. Алфавiт у нас
задано за умовою. Почнемо описувати програму, а з неї одержимо
необхiдний набiр станiв.

Починаємо завжди зi стану q1.

1. Якщо в цьому станi ми зустрiчаємо елемент a, то замiнюємо
його на 0, йдемо далi вправо, залишаючись при цьому в
станi q1.

2. Елемент b залишаємо на мiсцi i продовжуємо рух, також не
змiнюючи стану.

3. Елемент 0 також залишаємо на мiсцi, але виходимо з про-
грами — тобто переходимо до стану q0.

Для кращого розумiння представимо це як таблицю:

Пункт Стан Елемент Дiя
1 q1 a (q1,0,R)
2 q1 b (q1,b,R)
3 q1 0 (q0,0,S)

Оскiльки щоразу ми залишаємось у станi q1, програма визначе-
на для цього стану буде продовжуватись доки ми не
зустрiнемо 0.

Таким чином, множина внутрiшнiх станiв Q = {q0,q1}, а вiд-
ображення δ можна задати таблично (як вказано вище), або фор-
мально:

δ(q1,a) = (q1,0,R);
δ(q1,b) = (q1,b,R);
δ(q1,0) = (q0,0,S).

Основнi задачi

14.1. Нехай задано машину Т’юрiнга з початковим станом q1,
станом виходу q0, алфавiтом {a,b,0} i програмою:
δ(q1,a) = (q2,0,R); δ(q1,b) = (q4,0,R); δ(q1,0) = (q1,0,0);
δ(q2,a) = (q2,a,R); δ(q2,b) = (q2,b,R); δ(q2,0) = (q3,0,L);
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δ(q3,a) = (q4,0,L); δ(q3,0) = (q3,0,S);
δ(q4,a) = (q4,a,L); δ(q4,b) = (q4,b,L); δ(q4,0) = (q1,0,R);
δ(q4,a) = (q4,a,R); δ(q4,b) = (q4,b,R); δ(q4,0) = (q0,0,L);
δ(q0,b) = (q4,0,L); δ(q0,0) = (q0,0,S).

1. Вкажiть стани та алфавiт заданої машини.

2. Прослiдкуйте роботу заданої машини, якiй було задано на
входi стрiчку baaab0.

3. Чому в програмi опущено правила δ(q3,b) та δ(q0,a)? Що
робитиме машина, якщо опиниться в одному з таких станiв?

4. Придумайте стрiчку, яка зациклить вказану машину.

5. Придумайте стрiчку, для якої вказана машина видасть ре-
зультат 0abba0.

6. Якi результати взагалi може видати ця машина?

14.2. Скiльки iснує рiзних машин Т’юрiнга з k-елементним ал-
фавiтом i m внутрiшнiми станами?

14.3. Побудувати машину Т’юрiнга, яка обчислює:

1) f(x1) = x1 + 1;

2) f(x1,x2) = x1 + x2;

3) f(x) = xx (копiювання слова);

4) f(x1,...,xn) =
∑n

i=1 ximod2.

14.4. Навести приклад машини Т’юрiнга, яка

1) працює, не зупиняючись, незалежно вiд уведеної стрiчки даних;

2) обов’язково зупиняється, незалежно вiд уведеної стрiчки даних;

3) працює, не зупиняючись, для нескiнченної кiлькостi можливих
увiдних даних i обов’язково зупиняється для нескiнченної кiль-
костi можливих увiдних даних.
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14.5. Яку процедуру виконує машина Т’юрiнга з програмою ко-
манд:
δ(q1,0) = (q2,0,R); δ(q1,1) = (q0,1,S); δ(q2,1) = (q2,1,R);
δ(q2,0) = (q3,1,L); δ(q3,1) = (q3,1,L); δ(q3,0) = (q0,0,S)?
На невказаних аргументах машина вiдразу зупиняється.

14.6. Побудувати машину Т’юрiнга, яка

1) проходить по стрiчцi вправо поки не зустрiчає число. Зустрiвши,
зупиняється на його останнiй одиницi праворуч;

2) мiняє мiсцями розташованi на стрiчцi два числа x1 та x2. Вважа-
ти, що мiж числами лежить один нуль i зчитувальний пристрiй
напочатку знаходиться на ньому.

14.7. Побудувати машину Т’юрiнга, яка обчислює:

1) f(x) = x2;

2) f(x1,x2) = x1 · x2.

14.8. За допомогою побудованих у задачах 14.3 та 14.7 машин
Т’юрiнга

1) перевiрити, що 2 + 2 = 4;

2) обчислити 1 + 3;

3) розв’язати рiвняння x+ x = 4;

4) розв’язати рiвняння x2 = 4;

5) розв’язати рiвняння x · y = 3.

Додатковi задачi

14.9. Чи є розв’язною наведена задача? Вiдповiдь обґрунтуйте.
Нехай задано машину Т’юрiнга T та стрiчку w. Чи буде машина

Т’юрiнга працювати нескiнченно, якщо їй на вхiд подати цю стрi-
чку?

14.10. Побудувати машину Т’юрiнга, яка обчислює найбiльше
цiле число, що не перевищує x/2.
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Домашнє завдання

14.11. З’ясувати, яку процедуру виконує машина Т’юрiнга з та-
кою програмою команд:
δ(q1,0) = (q2,0,R); δ(q2,0) = (q0,1,S);
δ(q1,1) = (q1,1,R); δ(q2,1) = (q2,1,R).

14.12. Побудувати машину Т’юрiнга, яка обчислює:

f(x1,x2) = x1−̇x2: =

{
x1 − x2, якщо x1 ≥ x2;
0, в iншому разi.

14.13. За допомогою побудованих у задачах 14.3 та 14.7 машин
Т’юрiнга

1) перевiрити, що 2 · 2 = 4;

2) розв’язати рiвняння x+ y = 3.

14.14. Побудувати машину Т’юрiнга з алфавiтом Σ = {a,b,0},
яка шукає на стрiчцi послiдовностi:

1) abba;

2) baba;

3) abab.

Якщо вона їх знаходить, то зупиняється бiля лiвого символу послi-
довностi. Якщо такої послiдовностi на стрiчцi немає, машина пра-
цює, не зупиняючись.

Лiтература.

[4, с. 251–260].
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Заняття № 15. Примiтивно рекурсивнi функцiї

Теоретичнi вiдомостi

Визначення примiтивно рекурсивних функцiй складається з
трьох етапiв. Перш за все вводимо «найпростiшi» функцiї. Далi
формулюємо правила, за допомогою яких одержуються всi iншi
примiтивно рекурсивнi функцiї. I нарештi даємо остаточне коре-
ктне означення.

Означення 15.1.
Наведемо найпростiшi примiтивно рекурсивнi функцiї :

1 ) o(x) = 0;

2 ) s(x) = x+ 1;

3 ) Im
n (x1,...,xn) = xm («вибiр» m-тої координати вектора; зви-

чайно тут 1 ≤ m ≤ n,n = 1,2,...).

Означення 15.2. Суперпозицiєю часткових функцiй

f1(x1,...,xn),...,fm(x1,...,xn),ϕ(x1,...,xm)

над множиною натуральних чисел називається функцiя g(x1,...,xn),
визначена рiвнiстю

g(x1,...,xn) = ϕ(f1(x1,...,xn),...,fm(x1,...,xn)).

Якщо ми вже маємо алгоритми для обчислення значень
f1,...,fm,ϕ, то ми можемо записати алгоритм для обчислення
значень g на векторi (a1,...,an):

Алгоритм 15.3. Обчислення суперпозицiї часткових функцiй

1 ) Обчислити значення fi на (a1,...,an).

Якщо хоча б одна з функцiй fi не визначена на цьому векторi,
то i суперпозицiя не визначена. Якщо ж це не так, покладемо

fi(a1,...,an) = bi, 1 ≤ i ≤ m.

2 ) Обчислити ϕ(b1,...,bm). Якщо ϕ не визначена на цьому векторi,
то i суперпозицiя не визначена. В iншому разi покладемо

g(a1,...,an) = ϕ(b1,...,bm).
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Зауваження 15.4. Насправдi функцiї f1,...,fn,ϕ можуть зале-
жати вiд рiзної кiлькостi змiнних, оскiльки функцiя Im

n дозволяє
нам «вирiвняти» цю кiлькiсть.

Означення 15.5. Функцiя f(x1,...,xn) визначається через фун-
кцiї ϕ та ψ за допомогою схеми примiтивної рекурсiї, якщо

f(x1,x2,...,xn−1,0) = ϕ(x1,x2,...,xn−1)
f(x1,x2,...,xn−1,y + 1) = ψ(x1,x2,...,xn−1,y,f(x1,x2,...,xn−1,y)),y > 0.

Якщо нам вiдомi алгоритми для обчислення значень функцiй ϕ

та ψ, ми можемо записати алгоритм для обчислення значень
функцiї f на векторi (a1,...,an):

Алгоритм 15.6. Схема примiтивної рекурсiї.

1. Обчислити ϕ(a1,...,an−1 = b0 та покласти

f(a1,...,an−1,0) = :b0.

2. Послiдовно обчислити

f(a1,a2,...,an−1,1) = ψ(q1,a2,...,an−1,0,b0) = :b1;
f(a1,a2,...,an−1,2) = ψ(q1,a2,...,an−1,1,b1) = :b2;

........................ ... ...................................

f(a1,a2,...,an−1,an) = ψ(q1,a2,...,an−1,an − 1,ban−1) = :ban .

Означення 15.7. Функцiя f над множиною натуральних чи-
сел називається примiтивно рекурсивною, якщо вона

• найпростiша функцiя 15.1,

• суперпозицiя примiтивно рекурсивних функцiй 15.2 або

• утворюється за схемою примiтивної рекурсiї 15.5.

Приклад 15.8. Перевiрити, що функцiя f(x1,x2) = x1 + x2 є
примiтивно рекурсивною.

Розв’язання .. Застосуймо схему примiтивної рекурсiї. Спо-
чатку пояснiмо, як рекурсивно визначити суму двох чисел:

x1 — це буде нашою «базою», функцiєю ϕ;
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x1 + 1 — це буде першим кроком визначення ψ;
.....
x1 + x2 — це буде x2гим кроком визначення ψ.
Вiдповiдно визначимо формально функцiї ϕ та ψ:
ϕ(x) = I1

1 (x1) = x1 (рекурсивна як елементарна — 15.1);
ψ(x1,x2,x3) = s(I3

3 (x1,x2,x3)) = x3 + 1 (рекурсивна як суперпо-
зицiя — 15.2).

За означенням 15.5, одержимо примiтивно рекурсивну функцiю
g(x1,x2) таку, що

g(x1,0) = ϕ(x1) = x1;
g(x1,1) = ψ(x1,0,g(x1,0)) = g(x1,0) + 1 = x1 + 1;
g(x1,2) = ψ(x1,0,g(x1,1)) = g(x1,1) + 1 = x1 + 2;

............. ... ...............

Основнi задачi

15.1. Довести, що якщо функцiя f(x1,...,xn) примiтивно рекур-
сивна, то функцiя g(x1,...,xn) = f(xσ(1),...,xσ(n)) (де σ — деяка пе-
рестановка {1,...,n}) також примiтивно рекурсивна.

15.2. Перевiрити, що наступнi функцiї є примiтивно рекурсив-
ними:

1) f(x) = n (n — фiксоване натуральне число);

2) f(x) = x!;

3) f(x1,x2) = x1 · x2;

4) f(x) = sign(x): =

{
1, якщо x > 0,
0, в iншому разi

;

5) f(x1,x2) = x1−̇x2;

6) f(x1,x2) = max (x1,x2);

7) f(x1,x2) = [x1/x2], [x1/0] = x1 (нагадаємо, що через [] ми позна-
чаємо цiлу частину).
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15.3. Перевiрити, що примiтивно рекурсивними функцiями бу-
дуть:

1) g(x) = кiлькiсть натуральних дiльникiв числа x (вважаючи кiль-
кiсть дiльникiв нуля рiвною 0);

2) g(x) = кiлькiсть простих чисел, що не перевищують x;

3) g(x) = просте число номер x (у впорядкованiй зростаючiй послi-
довностi всiх простих чисел);

4) f(x) = [
√
x].

Додатковi задачi

15.4. Довести, що наведенi функцiї не можна одержати тiльки
з функцiй o та Im

n за допомогою суперпозицiї та схеми примiтивної
рекурсiї:

1) f(x) = x2 + 1;

2) f(x) = 3x−̇1;

3) f(x) = 2x.

Чи будуть цi функцiї примiтивно рекурсивними? Що це демон-
струє?

Домашнє завдання

15.5. Перевiрити, що такi функцiї є примiтивно рекурсивними:

1) f(x1,x2) = xx2
1 ;

2) f(x) = sign(x): = 1− sign(x);

3) f(x) = x−̇1.

15.6. Довести, що якщо функцiя f(x1,...,xn) примiтивно рекур-
сивна, то функцiя h(x1,..,xn,xn+1) = f(x1,...,xn) також примiтивно
рекурсивна.
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Заняття № 16. Частково рекурсивнi функцiї

Теоретичнi вiдомостi

Означення 16.1 (оператор мiнiмiзацiї). Нехай f(x1,...,xn) —
часткова функцiя над множиною натуральних чисел. Зафiксуємо
x1 = a1,...,xn−1 = an−1 i розглянемо рiвняння вiд однiєї
невiдомої y:

(29) f(a1,...,an−1,y) = 0.

Якщо це рiвняння має розв’язки, серед них можна обрати мiнi-
мальний. Позначимо його a i покладемо µy[f(a1,...,an−1,y) = 0] = a,
якщо f(a1,...,an−1,b) визначена при b < a i ̸= 0, а
f(a1,...,an−1,a) = 0.

Фiксуючи рiзнi вектори (a1,...,an−1), одержимо рiзнi мiнiмаль-
нi розв’язки (29). Визначимо через них нову функцiю ϕ:

ϕ(x1,...,xn−1) = µy[f(x1,x2,...,xn−1,y) = 0].

Функцiя ϕ в загальному випадку частково визначена (рiвня-
ння (29) може не мати жодного розв’язку). Її називають фун-
кцiєю, утворенною з f через застосування оператора мiнiмiзацiї
(µ-оператора).

Алгоритм 16.2. Алгоритм знаходження значень функцiї ϕ на
векторi (a1,...,an−1) такий.

1. Знайти f(a1,...,an−1,0). Якщо це 0, то ϕ(a1,...,an−1) = 0.

2. Якщо f(a1,...,an−1,0) ̸= 0, обчислюємо f(a1,...,an−1,1). Якщо
це 0, то ϕ(a1,...,an−1) = 1.

3. Якщо f(a1,...,an−1,1) ̸= 0, обчислюємо f(a1,...,an−1,2). I так
далi.

На певному кроцi ми знайдемо таке найменше можливе нату-
ральне число k, що f(a1,...,an−1,k) = 0.

ϕ(a1,...,an−1) = k.

Якщо на якомусь кроцi функцiя f невизначена, то i ϕ невизна-
чена. Можливою є ситуацiя, що ми нiколи не одержимо 0. Тодi ϕ
також невизначена.
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Означення 16.3. Часткова функцiя f над множиною нату-
ральних чисел називається частково рекурсивною, якщо вона є

• найпростiшою функцiєю 15.1,

• суперпозицiєю частково рекурсивних функцiй 15.2,

• одержаною за допомогою схеми примiтивної рекурсiї з час-
тково рекурсивних функцiй 15.5 або

• одержаною з частково рекурсивної функцiї через застосу-
вання оператора мiнiмiзацiї 16.1.

Iншими словами, це означає, що iснує скiнченна послiдовнiсть
часткових функцiй f1,...,fn така, що кожна fi

• найпростiша,

• суперпозицiя fk1 ,...,fkj , причому всi kr < i,

• одержана за допомогою схеми примiтивної рекурсiї з де-
яких fk,fj , причому k < i,j < i або

• одержана через застосування оператора мiнiмiзацiї з де-
якого fk, причому k < i.

Твердження 16.4. Клас функцiй обчислюваних за Т’юрiнгом
збiгається з класом частково рекурсивних функцiй.

Приклад 16.5. Довести, що функцiя

f(x1,x2) =

{
x1 + x2, якщо x1 = x2,
не визначена в iнших випадках

є частково рекурсивною.

Розв’язання .. Оскiльки на цей момент ми ще не знаємо май-
же нiяких частково рекурсивних функцiй, спробуємо застосувати
оператор мiнiмiзацiї.

Побудуємо функцiю вiд трьох змiнних x1,x2,y:

g(x1,x2,y) = ((x1 + x2)−̇y) + |x1 − x2|.

Справдi, x1 = x2 ↔ |x1 −x2| = 0, i мiнiмальний корiнь рiвняння

g(x1,x1,y) = ((2x1)−̇y) = 0
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очевидно буде y = 2x1.
З iншого боку, якщо x1 ̸= x2, розглянемо нашу функцiю

(30) g(x1,x2,y) = ( (x1 + x2)−̇y︸ ︷︷ ︸
>0

) + |x1 − x2|︸ ︷︷ ︸
>0

.

Але |x1 − x2| в такому випадку завжди > 0. Вираз (x1 + x2)−̇y
може за означенням набувати мiнiмального значення 0, отже, вираз
(30) завжди > 0.

Вiдповiдно

ϕ(x1,x2) = µy[g(x1,x2,y) = 0] =

{
2x1 = x1 + x2 якщо x1 = x2;
невизначена в iншому разi.

Отже, ϕ визначена на областi визначення f : для кожної точки
(x1,x2) з цiєї областi f(x1,x2) = ϕ(x1,x2). Отже, f частково рекур-
сивна, як одержана за допомогою застосування оператора мiнiмiза-
цiї до частково рекурсивної функцiї (модуль, симетрична рiзниця
та сума примiтивно ми показали в попередньому заняттi).

Основнi задачi

16.1. µ-оператор можна застосовувати в альтернативних фор-
мах, наприклад:

1) ϕ(x1,...,xn−1) = µy[f1(x1,...,xn−1,y) < f2(x1,...,xn−1,y)];

2) ϕ(x1,...,xn−1) = µy[f1(x1,...,xn−1,y) > f2(x1,...,xn−1,y)].

Перевiрити, що це справдi так.

16.2. Довести, що функцiї є частково рекурсивними:

1) f(x1,x2) =

{
2, якщо x2

1 = x2;
не визначена в iншому разi,

;

2) f(x1,x2) =

{
x1 + x2, якщо x2

1 + x2
2 ≤ 1;

не визначена в iншому разi,
;

3) f(x1,x2) =

{
x1/x2, якщо x1 дiлиться на x2;
не визначена в iншому разi.

.
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16.3. Кажуть, що функцiя f(x) одержана з g(x) за допомогою
iтерацiї, якщо f(0) = 0,f(x+ 1) = g(f(x)),x ∈ N ∪ {0}.

Довести, що функцiю f можна одержати з g за допомогою iте-
рацiї:

1) f(x) = x2 + x, g(x) = x+ 1 + [
√
4x+ 1];

2) f(x) = sign(x), g(x) = 1 + [x/2];

3) f(x) = 2x−̇1, g(x) = x+ 1 + [(x+ 1)/2]− [x/2];

4) f(x) = 2x−1−̇sign(x), g(x) = sign(x) + 2x.

16.4. Кажуть, що часткова функцiя f(x) одержана з функцiї
g(x) за допомогою взяття оберненої функцiї, якщо

f(x) = µy[g(y) = x]

для всiх x з областi визначення f . Позначають f(x) = g−1(x).
Довести, що має мiсце спiввiдношення f(x) = g−1(x) для таких

функцiй:

1) f(x) =
√
x, g(x) = x2;

2) f(x) = x+ 1, g(x) = x− 1;

3) f(x) = x/2, g(x) = 2x;

4) f(x) = 0−̇x, g(x) = o(x).

16.5. Довести, що функцiю f можна одержати з функцiй g,h за
допомогою

1) суперпозицiї, iтерацiї та додавання двох функцiй;

2) суперпозицiї, взяття оберненої та додавання двох функцiй

для наступних значень f, g, h:

1) f(x1,x2) = x1 + x2, g(x) = x+ 1, h(x) = x−̇[
√
x]2;

2) f(x) = [x/2], g(x) = x+ 1, h(x) = x−̇[
√
x]2.
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Домашнє завдання

16.6. Довести, що функцiю f можна одержати з функцiй g,h за
допомогою

1) суперпозицiї, iтерацiї та додавання двох функцiй;

2) суперпозицiї, взяття оберненої та додавання двох функцiй.

1) f(x) = [
√
x], g(x) = x+ 1, h(x) = x−̇[

√
x]2;

2) f(x1,x2) = x1 · x2, g(x) = x+ 1, h(x) = x−̇[
√
x]2.

16.7. µ-оператор можна застосовувати в альтернативних фор-
мах, наприклад:

ϕ(x1,...,xn−1) = µy[f1(x1,...,xn−1,y) = f2(x1,...,xn−1,y)].

Перевiрити, що це справдi так.

16.8. Довести, що наступна функцiя є частково рекурсивною:

f(x1,x2) =

{
x2
1 + x2

2 − 1, якщо x2
1 + x2

2 ≥ 1

не визначена в iншому разi
.

Лiтература.

[3, с. 72–79]; [4, с. 135–150].
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Заняття № 17. Ґеделевi номери

Теоретичнi вiдомостi

Оскiльки ми розглядатимемо не тiльки окремi речення, а i їх по-
слiдовностi, розширимо дещо наш алфавiт, додавши до нього сим-
вол _. Таким чином, алфавiт арифметики складатиметься з 16 сим-
волiв:

0 1 v | E S P ∨ ∧ → ¬ ∀ ∃ ( ) _

Означення 17.1 (ґеделевi номери).

1. Ґеделевi номери лiтер алфавiту A визначаються табли-
цею:

0 1 v | E S P ∨ ∧ → ¬ ∀ ∃ ( ) _

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Ґеделiв номер лiтери a позначається γ(a).

2. Ґеделiв номер слова w = anan−1 . . . a1a0 в алфавiтi A ви-
значається як

γ(w) = 16nγ(an) + 16n−1γ(an−1) + · · ·+ 16γ(a1) + γ(a0).

Iншими словами, ґеделiв номер слова — це число, 16-рiчний
запис якого складається з ґеделевих номерiв його лiтер (у
тому самому порядку). Зауважимо, що згiдно зi звичаєм
ми нумеруємо цифри (а тому й лiтери) справа налiво.

Iз цього означення випливає, що функцiя γ встановлює взаємно
однозначну вiдповiднiсть мiж словами в алфавiтi A, якi не почи-
наються з 0, та натуральними числами. Надалi ми часто каза-
тимемо «номер слова» замiсть «ґеделiв номер», оскiльки нiяких
iнших номерiв словам в алфавiтi A ми не приписуємо.

Теорема 17.2 (теорема Ґеделя про неповноту). Iснує замкнене
речення Γ формальної арифметики, яке iстинне в її стандартнiй
моделi N , але не виводиться у формальнiй арифметицi.
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Оскiльки в задачах ми використовуємо доведення теореми Ґе-
деля 17.2, зробимо вийняток i наведемо його в повному обсязi.

Доведення. Розглянемо вiдношення G(x,y) — «x — ґеделiв
номер якогось речення A, а y — номер виводу речення Av

x». Воно
примiтивно рекурсивне: G(x,y) = Ded (y,Sub (x,γ(x),2)). (Як зав-
жди, ми пишемо γ(x) замiсть γ(Bx); легко бачити, що ця функцiя
примiтивно рекурсивна.) Тому iснує речення G(x,y), яке правиль-
но виражає це вiдношення. Очевидно, можна вважати, що G не
мiстить вiльних змiнних, крiм x i y. Перейменування змiнних до-
зволяє припустити, що x = v. Позначимо n ґеделiв номер речення
¬∃yG(v,y) i покладемо Γ = ¬∃yG(n,y). Тодi γ(Γ) = Sub (n,γ(n),2).
Припустимо, що A ⊢ Γ i m — ґеделiв номер якогось виводу цього
речення. Тодi, за означенням, G(n,m) iстинне, тому A ⊢ G(n,m) i
A ⊢ ∃yG(n,y), тобто A ⊢ ¬Γ. Це неможливо, якщо вважати теорiю
A несуперечливою (що випливає з гiпотези про стандартну модель).
Отже, речення Γ не можна вивести у формальнiй арифметицi.

З iншого боку, якщо речення ∃yG(n,y) iстинне у стандартнiй мо-
делi, то знайдеться натуральне число m таке, що iстинним у цiй мо-
делi буде речення G(n,m). Тодi G(n,m) — iстинне (бо A ⊢ ¬G(n,m)
неможливо), отже, m — номер виводу речення Γ. Ми вже бачили,
що це неможливо. Тому речення ∃yG(n,y) хибне, а його заперече-
ння, тобто речення Γ, iстинне у стандартнiй моделi. �

Означення 17.3. Теорiя A називається ω-несуперечливою, якщо
не iснує такого речення A(v) теорiї A, що одночасно

• A ⊢ ¬A(n̄) для кожного натурального n i

• A ⊢ ∃vA.

Приклад 17.4. Обчислити ґеделiв номер постулату Evv.

Розв’язання ..

γ(Evv) = 162 · γ(E) + 161 · γ(v) + 160 · γ(v) =
= 162 · 4 + 16 · 2 · 2 = 1072.

Приклад 17.5. Обчислити ґеделiв номер терму n̄.

Розв’язання .. Розпишемо терм n̄:
n̄ = SS...S︸ ︷︷ ︸

n−1

11...1︸ ︷︷ ︸
n

.
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Тодi ґеделiв номер терму обчислюємо:

γ(n̄) = 162n−2 · γ(S) + 162n−3 · γ(S) + ...+ 16n · γ(S)︸ ︷︷ ︸
n−1

+

+ 16n−1 · γ(1) + 16n−2 · γ(1) + ...+ 160 · γ(1)︸ ︷︷ ︸
n

.

Основнi задачi

17.1. Побудувати об’єкти, якi мають такi ґеделевi номери:

1) 2009;

2) 1976;

3) 1944;

4) 1917;

5) 32.

17.2. Перевiрити, що наведенi вiдношення та функцiї на множи-
нi натуральних чисел є примiтивно рекурсивними.

1. Var (x) — «x — ґеделiв номер змiнної».

2. Atom (x) — «x — ґеделiв номер атома (елементарного рече-
ння)».

3. MP (x,y,z) — «речення з номером x, одержане за правилом
modus ponens з речень з номерами y та z».

4. Occ (x,y,z) — «змiнна з номером y входить у речення з но-
мером x, причому перша лiворуч цифра цього входження
знаходиться на z-му мiсцi у 16-рiчному записi числа x».

5. Oct (x,y) — «змiнна з номером y входить у терм з ґеделiв
номером x».

6. Dom (x,y,z) — «у реченнi з номером x входження змiнної,
16-рiчний запис якого починається iз z-го мiсця, знаходи-
ться в областi квантора Qv, де v — змiнна з номером y».

7. Sub (x,y,z) — «номер речення, одержаного з речення з но-
мером x пiдстановкою терму з номером y замiсть змiнної з
номером z».

8. Gen (x,y) — «речення з номером x, одержане з речення з
номером y узагальненням».
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9. Tfr (x,y,z) — «терм з номером y є вiльним для змiнної з
номером y у реченнi з номером z».

10. Ax (x) — «x — ґеделiв номер аксiоми або постулату».

11. Ded (x,y) — «x — номер виводу (у формальнiй арифметицi)
речення з номером y».

17.3. Перевiрте, що доведення теореми Ґеделя 17.2 можна пере-
робити так, щоб у ньому використовувалась лише ω-несуперечнiсть
формальної арифметики.

17.4. Нехай G(v,y) має той самий змiст, що й у доведеннi тео-
реми 17.2, а речення H(v,y) правильно виражає вiдношення «x —
номер якогось речення, а y — номер виводу речення ¬Av

x». Позна-
чимо n ґеделiв номер речення

∀y
(
G(v,y) → ∃z(z < y ∧H(v,z))

)
.

Довести, користуючись лише несуперечливiстю формальної ари-
фметики, що анi речення Россера

P = ∀y
(
G(n,y) → ∃z(z < y ∧H(n,z))

)
,

анi його заперечення не виводяться у формальнiй арифметицi.

Розв’язання .. Можлива схема доведення:
Якщо m — номер якогось виводу P, то знайдеться m′ < m таке,

що m′ — номер виводу ¬P.
Якщо m — номер якогось виводу ¬P, то A ⊢ y 6 m → ¬G(n,y).

З iншого боку, A ⊢ m < y → ∃z(z < y ∧H(n,z)).
Звiдси A ⊢ ¬P∨ 6 y → ∃z(z < y ∧H(n,z)), отже, A ⊢ P.

17.5. Довести, що речення Россера, визначене в задачi 17.4, є
iстинним у стандартнiй моделi арифметики.

Домашнє завдання

17.6. Обчислити ґеделiв номер речення ∀xP (x,y).

17.7. Побудувати об’єкт з ґеделiв номером 47.

17.8. Перевiрити, що такi вiдношення та функцiї на множинi
натуральних чисел є примiтивно рекурсивними.

1. Term (x) — «x — ґеделiв номер терма».
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2. Sent (x) — «x — ґеделiв номер речення».

3. Free (x,y,z) — «входження змiнної з номером y у речення з
номером x, 16-рiчний запис якого починається з z-го мiсця,
є вiльним».

Лiтература.

[3, с. 80–85]; [4, с. 151–157].
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Заняття № 18. Система Робiнсона

Теоретичнi вiдомостi

Означення 18.1. Системою Робiнсона ми називатимемо тео-
рiю першого порядку з рiвнiстю R, що мiстить всi символи теорiї
A (13.1) та постулати:

Аксiоми 18.2 (постулати системи Робiнсона).

(R1) x1 = x1;

(R2) x1 = x2 → x2 = x1;

(R3) x1 = x2 → (x2 = x3 → x1 = x3);

(R4) x1 = x2 → x1 + 1 = x2 + 1;

(R5) x1 = x2 → (x1 + x3 = x2 + x3 ∧ x3 + x1 = x3 + x2);

(R6) x1 = x2 → (x1 · x3 = x2 · x3 ∧ x3 · x1 = x3 · x2);

(R7) x1 + 1 = x2 + 1 → x1 = x2;

(R8) 0 ̸= x1 + 1;

(R9) x1 ̸= 0 → ∃x2(x1 = x2 + 1);

(R10) x1 + 0 = x1;

(R11) x1 + (x2 + 1) = (x1 + x2) + 1;

(R12) x1 · 0 = 0;

(R13) x1 · (x2 + 1) = x1 · x2 + x1;

(R14) (x2 = x1 · x3 + x4 ∧ x4 < x1 ∧ x2 = x1 · x6+
+x5 ∧ x5 < x1) → x4 = x5 (єдинiсть лишку).

Означення 18.3. Будемо казати, що теорiя T

(1) виражає арифметику, якщо в нiй iснують

• для кожного натурального числа n речення з однiєю вiль-
ною змiнною Nn(v);

• речення S(x,y,z) та P(x,y,z) iз трьома вiльними змiнними
такi, що виконуються твердження:
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1 ) T ⊢ ∃!vNn(v) для кожного n ∈ N;
2 ) T ⊢ Nn(v) → ¬Nm(v), якщо n ̸= m;
3 ) T ⊢ Nn(x)∧Nm(y)∧Nn+m(z) → S(x,y,z) для довiльних n,m ∈

N;
4 ) T ⊢ Nn(x)∧Nm(y)∧Nnm(z) → P(x,y,z) для довiльних n,m ∈

N.

До такої теорiї, згiдно з правилом «виводу з вибором», можна
додати константи Bn i речення Nn(Bn). Ми завжди вважа-
тимемо, що це вже зроблено. Тодi умову (i) можна перепи-
сати у виглядi T ⊢ Nn(v) → v = Bn. Будемо казати, що кон-
станта Bn зображає натуральне число n. Речення S(x,y,z) та
P(x,y,z) треба розглядати як формалiзацiю виразiв, вiдповiдно,
x + y = z та xy = z. Тодi твердження (iii-iv) означають, що
дiї над константами, якi зображають натуральнi числа, збi-
гаються з дiями над самими цими числами.

(2) виражає рекурсивнi функцiї, якщо вона виражає арифметику i
для кожної рекурсивної функцiї f (x1, x2, . . . , xn) iснує речення
F (x1, x2, . . . , xn+1) теорiї T таке, що an+1 = f(a1, a2, . . . ,an)
тодi й лише тодi, коли

T ⊢ F (Ba1,Ba2, . . . ,Ban+1) ∧
(
F(Ba1,Ba2, . . . ,Ban,By) →

→ By = Ban+1

)
.

Тут, як i вище, Ba позначає константу теорiї T, яка зображає
натуральне число a. Казатимемо, що речення F правильно ви-
значає функцiю f .

Основнi задачi

18.1. Довести, що такi твердження є теоремами теорiї Робiнсона
для довiльних натуральних n,m:

1) n̄+ m̄ = n+m;

2) n̄ · m̄ = n ·m;

3) якщо n ̸= m, то n̄ ̸= m̄;

4) (x ≤ n̄) → (x = 0 ∨ x = 1 ∨ ... ∨ x = n̄);

5) (x ≤ n̄) ∨ (n̄ ≤ x).
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18.2. Показати, що аксiому (R14) не можна вивести з iнших
аксiом.

18.3. Довести, що теорiя R є власною пiдтеорiєю A (13.1).

18.4. Нехай M — множина, яка складається з полiномiв з цiли-
ми коефiцiєнтами та додатним старшим коефiцiєнтом i нульового
полiнома. Перевiрте, що M зi звичайними дiями додавання та мно-
ження полiномiв є моделлю теорiї R, але не є моделлю формальної
арифметики.

18.5. Довести, що теорiя R виражає рекурсивнi функцiї.
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